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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Настоящее учебное пособие написано на основе лекций по мате- 
матическому анализу, читаемых автором студентам второго курса 
Московского физико-технического института. Оно представляет 
собой вторую часть двухгодичного курса и состоит из восьми глав, 
нумерация которых продолжает нумерацию глав первой части. 

Глава 10 посвящена неявным функциям, определяемым од- 
ним или несколькими уравнениями, дифференцируемым отобра- 
жениям, в частности, доказываются теорема о существовании об- 
ратного отображения и теорема о локальном расщеплении непре- 
рывно дифференцируемого отображения на простые, каждое из ко- 
торых меняет только одну из координат. Здесь же рассматрива- 
ются зависимые и независимые системы функций, а также поверх- 
ности и К-мерные многообразия в п-мерном пространстве. В конце 
главы изучаются локальные и условные экстремумы функций мно- 
гих переменных, в частности, доказываются необходимые и доста- 
точные условия для максимумов и минимумов. 

В главе 11 изучаются интегрируемые по Риману функции мно- 
гих переменных. Доказывается критерий интегрируемости. От- 
мечается особая роль разбиений, мелкость которых стремится к 
нулю, и на их основе доказываются основные свойства интегриру- 
емых функций и простых интегралов: линейность, монотонность, 
аддитивность, теорема о среднем и теоремы о предельном переходе 
под знаком интеграла. Доказываются теорема о сведении кратного 
интеграла к повторному, теорема о мере образа при дифференци- 
руемом отображении и на ее основе теорема о замене переменных 
интегрирования в кратном интеграле. Здесь же изучаются не- 
собственные кратные интегралы. В качестве приема применения 
кратных интегралов рассматриваются интегралы от функций по 
поверхностям в ®З. Кроме того, рассматриваются мера А-мерной 
поверхности в В” и интегралы от функций по таким поверхностям. 

Глава 12 содержит вывод основных интегральных формул для 
функций многих переменных: формулы Грина на плоскости для 
областей с кусочно-гладкими границами, формулы Стокса в ВЗ для 
гладких и кусочно-гладких поверхностей и формулы Остроград- 
ского-Гаусса в В3 для областей с гладкими и кусочно-гладкими 
границами. В конце рассматриваются интегралы от дифференци- 
альных форм и общая формула Стокса. 

В главе 13 излагаются некоторые сведения из векторного ана- 
лиза и теории поля, в частности, рассматриваются дифференци- 
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альные операторы вта4, гоф и Чу и их связь с дифференциальны- 
ми формами в ЕЗ. В конце главы выводятся некоторые уравнения 
математической физики: уравнение теплопроводности, уравнение 
неразрывности и гидродинамические уравнения Эйлера. 

Глава 14 посвящена рядам Фурье, в основном тригонометри- 
ческим. Доказываются признаки Липшица, Дини и Дирихле по- 
точечной и равномерной сходимости тригонометрических рядов. 
Здесь же доказываются теоремы Вейерштрасса о приближении 
непрерывных функций тригонометрическими и алгебраическими 
многочленами. В конце главы рассматриваются ряды Фурье по 
ортогональным системам в пространстве интегрируемых с ква- 
дратом функций. 

В главе 15 изучаются свойства собственных и несобственных 
интегралов, зависящих от параметра. Много внимания уделяется 
свойствам интеграла Фурье и преобразований Фурье как в одно- 
мерном, так и в многомерном случаях. Здесь же рассматривается 
свертка функций. 

В главе 16 рассмотрены некоторые методы получения асим- 
птотических оценок. Здесь получены главные члены асимптотик 
интегралов Лапласа и Фурье. В частности, рассмотрен метод ста- 
ционарной фазы. 

Последняя глава 17 является некоторым введением в функци- 
ональный анализ. Здесь рассматриваются метрические, норми- 
рованные и гильбертовы пространства и операторы в этих про- 
странствах. В конце главы рассмотрены пространства обобщен- 
ных функций. 

Как уже сказано в предисловии к первой части «Лекций...», дан- 
ное пособие предназначено студентам технических вузов с расши- 
ренной программой по математике. Оно может быть использовано 
и для самостоятельного изучения некоторых вопросов математи- 
ческого анализа. г: 

В заключение хочу поблагодарить всех сотрудников кафедры 
высшей математики Московского физико-технического института. 
Общение с ними во многом определило содержание и стиль изло- 
жения данного пособия. Особо хочу поблагодарить моих студентов. 
Читать лекции таким понимающим и заинтересованным слуша- 
телям — большое удовольствие и большая честь. 

Издание настоящего пособия оказалось возможным благодаря 
поддержке Федеральной целевой программе «Интеграция». Этой 
программе и издательству «Физматлит» автор выражает глубокую 
благодарность. 





Глава 10 


НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ, ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ 
ОТОБРАЖЕНИЯ И ЭКСТРЕМУМЫ 


$1. Неявные функции 


1.1. Неявные функции, определяемые одним уравнением. Рас- 
смотрим уравнение 
Е(т,у) =0 (1) 


с двумя переменными х иуи выясним условия, при которых оно 
определяет одну из переменных как функцию другой. 

В общем случае график уравнения (1), т.е. множество всех 
точек плоскости, координаты которых удовлетворяют уравнению 
(1), может быть совершенно произвольным. В частности, оно мо- 
жет быть пустым. В дальнейшем будем предполагать, что это мно- 
жество непустое, т.е. имеет хотя бы одну точку Мо(хо, 0). В этом 
случае укажем условия, при которых часть графика уравнения (1), 
лежащая в некоторой окрестности точки №0, есть график некото- 
рой функции у = {(т) или 5 = 9(9). 

Определение 1. Функция у = ](т) называется неявной 
функцией, определяемой уравнением Е(т, у) =0, если Е(х, {(т)} = 
= 0 для любого х Е Д.. (Здесь, как обычно, ); — область опре- 
деления функции {.) 


Пример 1. Рассмотрим уравнение =? + у? = 1. Оно неявно опре- 
деляет, как минимум, две непрерывные функции 


у=\У1-212 и у=-\У1-12, тЕ|[-11. 


Кроме них существует бесчисленное множество других неявных функ- 
ций, определяемых этим уравнением. А именно, для любого множества 
Хх с [-1;1, функция 


М1 - 12,  еслитЕХ, 
У = 
—У1- 22, еслих@Х, 


нвляется неявной функцией, определяемой данным уравнением. 


Докажем теорему о существовании и единственности неяв- 
ной функции определяемой заданным уравнением. 
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Теорема 1. Пусть функция Е(т, у) определена и непрерывна 

в некоторой 6-окрестности точки (79, у0), и пусть Е(то, у) = 
= 0. Тогда, если Е(т,у) при каждом фиксированном х строго 
монотонна по у, то у точек то и уд существуют окрестности 
А ци (а;5} такие, что 

на множестве Ах (а; 5) 

Ес, 5) >0 уравнение Е(т,у) = 0 


а о 
й 











у- 1) 







РИ у = Хз), те АД, и эта 
7 РР а {} непрерывна 
А г 
ИИ” на 
Г) Доказательство, 
р По условию функция 
— Е(то,у) строго монотон- 
Е. Ех, а) <0 на и равна нулю при 44. 
бе ой Пусть, для определенно- 
сти, она строго возраста- 
ет. Тогда Р(то,у) > 0 
для всех допустимых у > 
6 > ши (10,9) < 0 для 
всех допустимых у <. 
Выберем некоторые а и 6 такие, что а < у «фи точки (то, а), 
(то,6) лежат в д-окрестности точки (10; 0). Тогда 


Е(то, а) <0< Е(то,6). 


Функции Р(т, а) и Е(т,65) непрерывны в точке го, поэтому су- 
ществуют окрестности А’ и Д" точки хо такие, что (см.рис. 10.1) 


Е(т,а) <0 УтЕАД’ Е(т,6)>0 УтЕД". 


Отсюда следует, что Р(т,а) < 0 < Е(т,5) для любого т из 
интервала А = А'ПА". А так как функция Р(т,у) при каждом 
фиксированном т Е А по у непрерывна и строго монотонна, то 
для каждого т Е А существует единственное у, которое обозна- 
чим (т), такое что /(т) Е (а;65) и Е(х, {(х)) = 0. Следовательно, 
на прямоугольнике Дх (а;65) уравнение Е(т,у) = 0 определяет 
единственную неявную функцию у = {(т). Докажем, что она не- 
прерывна в точке +0. 

Выберем некоторую окрестность (а; В) точки уо. Не ограничи- 
вая общности, будем считать, что (а; В) С (а;6). Тогда точно так 
же, как и для интервала (а;6), строится окрестность А = А(а; В) 
точки то такая, что УтЕА [(т)Е (а; р). А это и означает, что 
функция } непрерывна в точке го. . 
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Непрерывность функции у = /(т) в любой точке т; Е А сле- 
дует из того, что в точке с координатами 51 и у! = { (11) выпол- 
нены все условия теоремы, поэтому согласно доказанному, у точки 
(т1, у1) существует прямоугольная окрестность, в которой уравне- 
ние Р(т,у) = 0 определяет единственную функцию у = р (т), тЕ 
Е Д!, которая непрерывна в точке х1. Очевидно, что }1 (5) = {(х), 
УтЕАПА,, и поэтому функция } (т) непрерывна в точке х1 Е ДА. 
Теорема 1 доказана. 

Следствие 1. Пусть функция Е(т,у) в некоторой окрест- 
ности точки (т0,у0} непрерывна и имеет частную произ- 
водную Е (т, у), непрерывную в точке (ти, и). Тогда, если 
Е(то, у) = О и Е, (то, 0) 7 0, то справедливы утверждения 
теоремы 1. 

Доказательство, Пусть, для определенности, Е) (то, 1%) > 0. 
Тогда из непрерывности функции ЁР/ (т, у) в точке (то, уо} следует, 
что Е,(т, У) > 0 в некоторой д-окрестности этой точки, и поэтому 
для уравнения Р(т, у) = 0 в точке (70, у) выполнены все условия 
теоремы 1. Случай Ё,(т0,у0) < 0 рассматривается аналогично. 
Следствие 1 доказано. 

Пример 2. Функция Р(т, у) = 12 + у? — 1 непрерывно дифферен- 
цируема на всей плоскости, причем Е, = 2у #2 0, если у #2 0. Сле- 
довательно, для любой точки (то, уо) такой, что 28 + у =1ищ > 0 
(у%0 < 0), в верхней (соответственно, нижней) полуплоскости выполнены 
все условия теоремы 1. Уравнение 12? + у? = 1 в каждой из этих по- 
луплоскостей определяет по одной неявной функции: у = У1 - 12 иу= 
=М1 а, тЕе[-1;1. 

Теорема 2. Пусть функция Е(т, у) в некоторой окрестно- 
сти точки (т0,40} непрерывна и имеет производные Е! (т, у) и 
Е (т, у), непрерывные в точке (10,0). Тогда, если Е(то, у) = 0 
и Е, (10,0) 7 0, то имеют-место утверждения теоремы 1 и, 
кроме того, функция у = (т) в точке тд ‘имеет производную 


ау = _ Е» (20, 0) (2) 
И 


Доказательство. В силу непрерывности производных РЁ 
и Е, в точке (то, 0), функция Р(т,у) дифференцируема в этой 
точке, поэтому 


Е(т, у) — Е(то, у) = Е, (20, 5) Ат + Е, (то, у )Ду + аАт + ВАДу, 
тде Аг = г- 10, Ау =у- у, а функции а и В такие, что с -$ 0 
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и В -» Опри (7,9) -> (т0, у). Положим здесь у = }(т). Тогда 
Е(т,у) = Е(т0,у0) = 0 и, следовательно, 


Ех(то, у) Аз + Еу(то, 0) Ду + аДх + ВДу = 0, 


Ду ИИ _ Ер(то, 0) + а 
Дт Е! (то, уо) + В` 


Отсюда в пределе при х -+ то получаем, что функция у = { (7) в 
точке то имеет производную и справедлива формула (2). Теорема 2 
доказана. 


Следствие 2. Если выполнены все условия теоремы 2 и, 
кроме того, производные Е! и в непрерывны в окрестности 


точки (то, у), то неявная функция у = } (т), тЕ А, имеет не- 
прерывную производную. 


Доказательство. В теореме 1 доказано, что функция у = 
= }(х) непрерывна. Из теоремы 2 следует, что она имеет произ- 
водную, причем 


и _ а, @)) 
1) = РИ, а), 


Поэтому, в силу теоремы о непрерывности композиции непре- 
рывных функций, производная }'(т) непрерывна на А. Следствие 
2 доказано. 


Следствие 3. Если выполнены все условия следствия 2 и, 
кроме того, функция Е(т, у) [ раз непрерывно дифференцируема 
в окрестности точки (то, 0), то неявная функция у = [(т) на 
интервале А имеет непрерывные производные до 1-го порядка 
включительно. 


ЕДА. 


1.2. Неявные функции многих переменных. Доказанные выше 
утверждения легко обобщаются на неявные функции многих пе- 
ременных у = /[(т), определяемых уравнением Е(т, у) = 0, где 


т = (т1,...тТп). Например, формулировки, и доказательства те- 
оремы 1 и следствия 1 не меняются, если в них считать, что 
= (лы... био = (9,..., то). Сформулируем одно из таких 
утверждений. 


Теорема 1. Лусть функция Е(т, у) в некоторой окрестно- 
сти точки (т0,\0) непрерывна и имеет частную производную 
Еу(т, у), непрерывную в точке (то, у0). Тогда, если Е(то, у) = 0 
и Е, (то, у0) Я 0, то у точек то и у существуют окрестмо- 
сти А ци (а;5) такие, что для любой точки т Е А уравнение 
Е(т,у) = 0 имеет единственное решение у = }(т) Е (а;6), и 
функция } непрерывна на А. ` 
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Аналогично, в теореме 2 и следствии 2 нужно лишь заменить 
производные по т на частные производные по х;. 


Теорема 2. Пусть функция Е(т,у) в некоторой окрестно- 
сти точки (т0,у0) непрерывна и имеет частные производные 
Ен; и Е,, непрерывные в точке (10, у0). Тогда, если Е(то, 0) =0 
у Е, (10,0) 2 0, то имеют место все утверждения теоремы 1 
и, кроме того, функция у = [(т) в точке то имеет частную 


производную 
ду _ Е„. (20,0) 


д — Ето, 0) 

Если, кроме того, функция Е(т, у) непрерывно дифференциру- 
ема в окрестности точки (50,90), то неявная функция у = {(5) 
тоже непрерывно дифференцируема и 

ду _ _Ен($,у) 
дт: Е, (т, у) 

Из формулы (1) следует, что если функция Р(т, у) [ раз непре- 
рывно дифференцируема, то функция у = {(т) тоже { раз непре- 
рывно дифференцируема. 


1.3. Неявные функции, определяемые системой уравнений. 
В этом пункте рассмотрим неявные функции у; = },(57), ] = 1, 


#=12,... п. (1) 


2,..., т, определяемые системой уравнений 

Е(т, у, .. Ут) = 0, 1=1, 2,..., т, (1) 
где х = (11,....5»). Именно, докажем теорему об однозначной 
разрешимости этой системы относительно 11,....Ут в некото- 
рой окрестности точки (50,у0), координаты которой 2%, ..., 20, 
у°,..., У, удовлетворяют системе уравнений (1). 


Прежде чем формулировать и доказывать основную теорему, 
выясним, не вдаваясь в детали, необходимое условие однозначной 
разрешимости, которое естественным образом следует из теории 
линейных систем. 


Пусть функции Ё;(т, у), где у = (у1,..., Ут), но переменным 


у, ..., Ут при фиксированном г в точке у? = (у9,..., у0,) диффе- 
ренцируемы. Тогда 


ОЕ; 
Е(т,у) - Е (1,0) =У` ду, (> У°)Ау. + о(р) 
0 


при р -+ 0, где Ау; =у;-— у ир= |Ау|. Пренебрегая о(р), вместо 
системы (1) получаем систему линейных уравнений 





т 

Е: 
У` О (2,0) Ду; = -Е (ту), 1=10,....т. 
9=1 ду; 
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Она однозначно разрешима при любых правых частях тогда 


У 
нуля. Оказывается, что это условие является достаточным для 
однозначной разрешимости общих систем вида (1). 


и только тогда, когда определитель матрицы отличен от 














Теорема 1. Пусть функции Е(т, у) в некоторой окрестно- 
сти точки (т°, у?) непрерывны и имеют непрерывные частные 


производные по у;, ] = 12,...,т. Тогда, если точка (27°, у) 
удовлетворяет системе (1) и в этой точке определитель ма- 
Е; 


отличен от нуля, то у точек 20 и и суще- 


трицы 














ду; 
ствуют окрестности А и Ат такие, что для любой точки 
т Е А система уравнений (1) относительно у имеет един- 
ственное Е у = /(2) Е Аш, причем функции у; = (т), 
1=12,..., т, непрерывны на А. 


Доказательство. Через А = ||а;; | обозначим матрицу, обрат- 


ную к матрице ‚ и вместо системы (1) рассмотрим 














Зы; (ту) 
равносильную ей систему уравнений 
Ф; (т, у) = 0, 1=1, 2, - 5) ТЪ, (2) 


т 
где Ф;(т, у) = У‘азЕ(т,у). Очевидно, функции Ф;(т,у) удовле- 
1=1 
творяют всем условиям теоремы и, более того, для них матрица 
дФ; 0 0 
5. (2У) 
У; 





является единичной. 














Теперь для доказательства теоремы применим метод матема-. 
тической индукции. 

Для т = 1 теорема доказана в предыдущем пункте. Предполо- 
жим, что утверждение теоремы справедливо для системы из т — 1 
уравнений относительно т — 1 переменных, и докажем, что тогда 
оно верно и для системы из т уравнений. 

Рассмотрим уравнение 


Фт(т,9, Ут) = 0, (3) 


где 9 = (91, ..., Ут-1), относительно переменной ут. Оно в не- 


которой окрестности точки (50,0) удовлетворяет всем условиям 
следствия 1 из предыдущего пункта. В частности, в этой точке 


ЭФ" . 
=1. у 
дут 


ыы 
ок ых 
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Следовательно, у точек (50,70) и у0, существуют окрестности 
А’ и (ат;6 т) такие, что для любой точки (1,7) Е А’ уравнение 
(3) имеет единственное решение ут = $(т,1) Е (ав; т), при- 
чем на ДА’ функция ф непрерывна и имеет непрерывные частные 
производные по у; )]=1,...т-Ё. 


Положим ы 
9: (т, 9) г: Ф/(т, У, ф(т, 9)) 
и рассмотрим систему уравнений 
Иа.) = 0 те Е (4) 

Она в окрестности Д’ точки (70,70) обладает всеми свойствами 
системы (2). В частности, в точке (50,70) 

ОФ; 5 ОФ; 9$; дф ыы 9$; ий 

ду дух ут 90%; ду; 
где 6:; — символ Кронекера, т.е. д;; = 0, если $ 7 ид; =1, 
если $ = 7. Поэтому, согласно предположению, у точек ий 
существуют окрестности Д и Д такие, что для любой точки 5 Е ДА 
система уравнений (4) относительно у имеет единственное реше- 
ние у = / (т) Е А, причем функции у; = ];(т), 1 =1,2,...т-1, 
непрерывны на А. 

Положим Ат = Ах (ат; бт) и ]т(2) = Ф(т, {(т)). 

Тогда, очевидно, для любой точки г Е АД система (2), а следова- 
тельно, и система (1) имеет единственное решение у = {(т} Е Ат, 
которое непрерывно на А. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть функции Е(т,у) в некоторой окрестно- 
сти точки (т0, уб) непрерывно дифференцируемы. Тогда, если 





7) 


р: 
Е; (20,0) = 0 и де =“ (2°,у°) 0, то имеют место утвер- 


ду; 
ждения теоремы 1 и, кроме того, функции у; = }5(т), 1 = 
=1,2,..., т, непрерывно дифференцируемы на А. 


Доказательство. Снова рассмотрим систему (2), равносиль- 
ную системе (1), и воспользуемся методом математической индук- 
ции. 

Уравнение (3) в некоторой окрестности точки (50, у) удовле- 
творяет всем условиям следствия 2 из предыдущего пункта, по- 
этому функция ут = $ф(т,7) на А’ имеет непрерывные частные 
производные по всем переменным. 

Далее, система уравнений (4) в окрестности Д’ точки (50, 70) 
обладает всеми свойствами системы (2). По предположению ин- 
дукции, функции у; = (5), ] = 12,..., т -— 1, непрерывно 
дифференцируемы на А. Очевидно, функция }т(т) = ф(х, [(т)) 
тоже непрерывно дифференцируема на_А, Теорема 2 доказана, 


3 Зак. 193 Мосневский 
Физича-техниче @- Ц. Ь-{ 
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Производные по хх неявных функций, определяемых системой 
уравнений — находят из системы линейных уравнений 


+. о 1=1,2,..., т, 
* ду; Оть 





ыы 


которые получаются дифференцированием тождеств 
Е(х, (2), 5) т(т)) =0 
по правилу дифференцирования сложных функций. 


$2. Дифференцируемые отображения 


2.1. Определения и основные свойства. Как известно, задание 
отображения у = {(т) множества С С ЕВ" в т-мерное простран- 














ство Е” точек у = (у1,..., Ут) равносильно заданию т числовых 
функций от п переменных 
=), чеЕС, Ам (1) 
где т = (11, 42, ..., Тр). 
Если функции },(т) Е в точке т, то 
0} 
1(т-+1)- дн+. Вы. = 
где А = (В1,..., №п) иа; — 0 при А 0. Отсюда следует, что в 
этом случае 
(+1) - /(=) = Бу. па, (2) 
где а = (а1,..., ат), а РЁ — это матрица размерности т х п, 
91. 
элементами которой являются значения производных ый в 
а в 
точке т: у 
а дл 
р=|27 о 
дз: Эт Эт 
д ‘д 
Эта матрица называется матрицей Якоби системы функций 
р, 12, ..„ {т (или отображения }} в точке т. 


Определение 1. Отображение } называется дифференциру- 
емым в точке т, если оно определено в некоторой окрестности 
точки 1 и если существует линейный оператор Г такой, что 


з + В) - [(2) = В) ча], (3) 


где а -} 0 при А —> 0. В этом случае линейный оператор Г(А) 
называется дифференциалом отображения } в точке т. 


создаете чт 
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Теорема. Отображение у = {(т) дифференцируемо в неко- 
торой точке тогда и только тогда, когда в этой точке диф- 
ференцируемы функции у; = ]; (т). В этом случае матрица диф- 
ференциала отображения } — это матрица Якоби системы 
функций [1,..., [т в рассматриваемой точке. 


Доказательство. Выше доказано (см. (2)), что если функ- 
ции /; дифференцируемы в точке х, то отображение { дифферен- 
цируемо в точке т, и матрица Якоби функций },..., {п — это 
матрица дифференциала отображения. 

Пусть теперь отображение / дифференцируемо в точке т. То- 
гда, согласно определению, существует линейный оператор С, для 
которого справедливо соотношение (3). Очевидно, если А — ма- 
трица оператора Г, А; = (аз, ..., ау») — 7-я строка этой матрицы, 
аа; — 7-я координата точки а, то 


(2+1) — (=) = У`анм +а М, 
=1 


где си; -> 0 при А — 0. Это и означает, что функции /; дифферен- 


цируемы в точке г и о = ан. Теорема доказана. 
з 
Из доказанной теоремы следует, что матрица Якоби отображе- 
ния /(т) является аналогом производной для числовых функций, 
поэтому ее называют производной отображения } и обозначают 
}'(х). Она обладает многими свойствами обычной производной. 
В частности, имеют место свойство линейности и цепное правило 


для производной композиции дифференцируемых отображений. 


Следствие 1. Если отображения у = ] (т) цу = 9(т) дид- 
ференцируемы в точке т Е В", то для любых чисел а и 6 ли- 
нейная комбинация а] +59 тоже дифференцируема в точке т и 


(а/() + 69 (т) =а/ (2) +69 (т). 


Следствие 2. Если отображение у = у(т) дифференциру- 
емо в точке т, а отображение & = 2(у) дифференцируемо в 
точке у = у(т), то отображение & = 2(у(т)} дифференцируемо 


в точкети 
! 


2; = я, у 9 (4) 
Дифференцируемость отображения 2 = 2(у(5)} следует из до- 
казанной выше теоремы и из теоремы о дифференцируемости 
сложной функции. 
Из формулы для производной сложной функции следует, что 
если отображение у = у(т) действует из В" в В”, а отображение 


3* 
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&=2(у) — из В" в В, то 


д2; ее 92 ук з ь 
и а а Ем 
дт; 1 дук де; ° #2 : 








д.2: 
а это и означает, что матрица 2, = |5 равна произведению 
Е 
3 








матрицы 2/ = 


я, ‚› т.е. справедлива 














на матрицу у’ = [5 
т 








д:: 
Дук 
формула (4). Следствие 2 доказано. 

Определение 2. Отображение называется дифференцируе- 


мым на множестве, если оно дифференцируемо в каждой точке 
этого множества. 


Очевидно, что если отображение { дифференцируемо на мно- 
жестве С’, то множество С’ — открытое. 

Из доказанной теоремы следует, что если отображение у = 
= / (т), тЕ С, такое, что множество С’ открытое и функции (1) 
непрерывно дифференцируемы на (', то ] дифференцируемо. 

Такие отображения называются непрерывно дифференцируе- 
мыми. 


Определение 3. В случае т = п определитель матрицы 
Якоби отображения у = ](т) называется определителем Якоби 
или якобианом отображения } и обозначается 4е ]'(т) или 


9( 71, ..’) Л») 
9(т1, ..) тв). 


Пусть у = ]{(т) — взаимно однозначное отображение множе- 
ства Х на множество У, ат = } "(у) — обратное отображение, 
и поэтому }'({(т)) = +, Ут Е Х. Тогда, если отображение 
у = /(т) дифференцируемо в точке го, а отображение г = {`` (у) 
дифференцируемо в точке уд = {(т0), то 


ту(у0) У: (то) = Г, 


где [Г — единичная матрица. Отсюда и из теоремы об определителе 
произведения квадратных матриц следует, что 


Фев (40) Че (о) = 1 
или в других обозначениях 


Эти) 9(у1, ..) т) 


= 
Об анын) О:::5 ) 
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2.2. Теорема о существовании обратного отображения. Как из- 
вестно, непрерывно дифференцируемая функция одной перемен- 
ной с отличной от нуля производной на некотором промежутке 
имеет на этом промежутке обратную, которая тоже непрерывно 
дифференцируема. Для отображений из В" в В" имеет место ана- 
логичное свойство, однако в случае п > 1 оно имеет локальный 
характер. 

Здесь будем рассматривать только отображения из В" в В”. 
Задание такого отображения у = [ (т), тЕ С, равносильно зада- 
нию п числовых функций от п переменных 


и; = Лт), ЕС, 1=1, М (1) 
де =! [Фены и) 


Теорема. Пусть у = {(т) — непрерывно дифференцируе- 
мое отображение открытого множества С С В" в простран- 
ство ®". Тогда, если якобиан этого отображения не обраща- 
ется в нуль в точке то Е С, то у точек то и уо = Х(то} су- 
ществуют окрестности О(т0) и О(у0) такие, что } взаимно 
однозначно отображает О(то) на О(у), причем обратное ото- 
бражение непрерывно дифференцируемо на О(уд). 

Доказательство. По теореме о неявных функциях у точек 
то и у существуют окрестности А и Д’ такие, что А С С и для 
любой точки у Е Д’ система уравнений (1) имеет единственное 
решение т = 9(у) Е АД. Через 9(Д’), как обычно, обозначим образ 
множества ДА’ при отображении т = 9(9). 

При непрерывном отображении } прообраз открытого множе- 
ства А’ есть открытое множество. Поэтому множество 9(А') откры- 
тое и, очевидно, является окрестностью точки 50, которая взаимно 
однозначно отображается на ДА’. 

В заключение осталось заметить, что отображение х = 9(5) 
непрерывно дифференцируемо на Д’. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть у = }(5) — непрерывно дифференци- 
руемое отображение открытого множества а С В" в В". То- 
гда, если якобиан отображения } на С не обращается в нуль, 
то }(С) — открытое множество. 


Доказательство. Рассмотрим произвольную точку Уо мно- 
жества /(С). Пусть у = }(т0), то Е С. Тогда, в силу доказанной 
теоремы, у точек хо и у существуют окрестности О(5о) и О(%) 
такие, что {(О(то)) = О(у), и поэтому О(у) С Х(С). Следова- 
тельно, любая точка множества /(С')) является внутренней. След- 
ствие | доказано. 

Его обычно формулируют следующим образом: 

При непрерывно дифференцируемом отображении с отлич- 
ным от нуля якобианом образ любого открытого множества 
‚есть открытое множество. 
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Следствие 2. При непрерывно дифференцируемом отобра- 
жении с отличным от нуля якобианом образ области есть 
область. 


Доказательство. Пусть отображение / удовлетворяет усло- 
виям следствия, и пусть }(С'’) — образ области С’. Выше доказано, 
что множество /(С’) открытое. Докажем, что оно связное. 

Пусть уа и Ув — некоторые точки множества }(С), и пусть 
Уа = 1(та), ув = (тв). Точки то Е С и гр Е С соединим непре- 
рывной кривой, все точки которой принадлежат области С. Тогда, 
если х = (1), ЁЕ [а; В] — уравнение этой кривой, то, очевидно, 
у = 1(2(4)), Е [а; В], — уравнение кривой, которая соединяет 
точки Уа и Ур и все точки которой принадлежат множеству /(С). 
Следовательно, множество /(С') связное. Следствие 2 доказано. 

Это утверждение иногда называют принципом сотранения 
области. 

Из доказанных утверждений следует, что непрерывно диффе- 
ренцируемое отображение с отличным от нуля якобианом является 
локально взаимно однозначным. Приведем пример, показываю- 
щий, что в общем случае нельзя утверждать, что непрерывно диф- 
ференцируемое отображение у = { (т), х Е С, с отличным от нуля 
якобианом взаимно однозначно отображает С' на /(С). 


Пример. Рассмотрим отображение }, которое точке (2, у) Е В? 
ставит в соответствие точку (и, 0) Е Е2, у которой 


и = е*созу, у= ей? зту. (2) 
Якобиан этого отображения отличен от нуля на всей плоскости: 


е* созу —е?зту 


2: 
. =е 0. 
е’зту — е?созу > 


Че }' = 


Следовательно, каждая точка плоскости имеет окрестность, на кото- 
рой отображение (2) взаимно однозначное. Однако, как легко видеть, это 


отображение не является взаимно однозначным на В2, 

Заметим, что отображение (2) можно рассматривать как функцию 
комплексного переменного и = е*, где2 = +1), ш = ии. Аналогично 
можно рассмотреть функцию ш = 22. 


2.3. Теорема о расщеплении непрерывно дифференцируемого 
отображения. Рассмотрим непрерывно дифференцируемое отобра- 
жение у = Ф(т), заданное формулами 


у; = $7(<), 1 = 1, 2, ``.) П, (1) 


на некотором множестве С с Е”. 
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Определение. Отображение (1) называется простым, если 
существует К такое, что у; = т; для любого } # Ки ук = ф(т), т.е. 
если оно меняет только одну из координат. 


Теорема. Если отображение (1) в некоторой окрестно- 
сти точки то непрерывно дифференцируемо и в точке то у0д0- 
влетворяет условию: 


де Ф' (20) 7 0, (2) 


то у точки то существует окрестность, в которой имеет 
место представление 


$(т) = В9ь(... (92(91(т)))...), (3) 
где В — линейное отображение, меняющее только порядок ко- 
ординат, а 9, — простое непрерывно дифференцируемое ото- 


бражение, меняющее только К-ю координату. 


Доказательство. Из условия (2) следует, что в первом столб- 


це определителя 4е+ Ф’(то) имеется отличный от нуля элемент. 
Пусть 


дф: 
Эш, (20) Я 0. 


Тогда, согласно теореме о неявной функции, уравнение 


у: = фё(тт, Яя а) 
относительно 11 в некоторой окрестности точки то имеет един- 
ственное решение 21 = 41(у;,22,...,Тп). Легко видеть, что в этой 
окрестности точки то отображение у = Ф(т) представимо следую- 


щим образом: 
у= Вкр(91(7))), (4) 


где отображение 7 = 91(5) меняет только первую координату по 
формуле 771 = $; (521,...,тп), а другие координаты не меняет, т.е. 
1; = тр если } 2 2. Отображение 2 = р (7) не меняет первую 
координату, т.е. 21 = 71, а другие координаты преобразуются по 
формулам 

24 = 1 (1 (п), п2,.--› п), 


#; = (41 (п), 12, -. . ‚т, 1 7 №, 


Наконец, отображение у = В;2 меняет местами первую и 3-ю ко- 
ординаты, если, конечно, 1 72 1, т.е. задано равенствами: 


ДЕ ШЕИ На), длЯ 14. 


Композицию отображений (4) можно записать в виде следую- 
щей схемы: 


= г: В 
= (2ьт) = (11,2) п, (71,7) — у, 
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где 2 = (12,..., т»), Й = (12,...,). Якобиан отображения В\ 
равен +1 или —1, а якобиан отображения 91 равен 5 поэтому 
1 
Э(у,- т) _ , О(ь,...,П) дт 
9(т1,..., тп) 9(т2,....7п) 011 


Отсюда и из условия (2) следует, что 


9(12, ... ‚п 
Э(т2, ... ва) 7 О, 


Таким образом, отображение [1 : 2 — й удовлетворяет всем усло- 
виям теоремы. 

Как и выше, доказывается, что отображение 2 = }1(7) предста- 
вимо следующим образом: 


2 = В2(12(92(п))}, 


где 92 меняет только вторую координату, а [2 не меняет первые 
две координаты, а В› меняет местами две координаты. 
Таким образом, 


у = ВкВ>2(12(92(91 (2))))). 


Поступая так и далее, в результате получим формулу (3). Теорема 
доказана. 

Заметим, что в теореме переставляющие отображения В; необ- 
ходимы. Например, отображение (т, 9) -+ (у, т) нельзя разложить 
в произведение двух простых отображений ни в какой окрестности 
точки (0;0). * 


$3. Зависимые и независимые системы функций 


3.1. Достаточное условие независимости функций. Пусть на от- 
крытом множестве С С ЕВ" заданы непрерывно дифференцируе- 
мые функции 


Определение 1. Функция /м(т) называется зависимой от 
функций Л (т),..., Рт-1(т) на множестве С, если существует 


непрерывно дифференцируемая функция Ф(у1, ..., Ут_1) отт-—1 
переменных такая, что 


[п(=2) = Ф(Л(т),..., т-ц2)) Усе С. (2) 
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Лемма. Если функция [п зависима от функций Л,..., Ли 
на множестве С, то в каждой точке т Е С градиент функции 
{п есть линейная комбинация градиентов Ур, ..., Ут. 

Действительно, из равенства (2) получаем: 

Ф 
9 Тя ‚98 #=12,... п, (3) 
‘дт; ду; дл:’ 


т-1 
те. Ум = У) р 
1=1 Уз 
Определение 2. Система функций (1) называется зависи- 
мой на множестве С, если среди них есть функция, которая за- 
висит от остальных на множестве С. В противном случае система 
функций (1) называется независимой на множестве С. 


Пример 1. Функции 
=! +22 + 13,92 = 22 +12 + 12, уз = 1112 + 2153 + 1273 


являются зависимыми во всем пространстве, так как уз = у? — 2уз. 


Из доказанной выше леммы вытекает следующее необходимое 
условие зависимости функций. 


Следствие. Пусть т < п. Тогда, если система функций 
(1) зависима на множестве С, то в любой точке т Е С ранг 
матрицы Якоби системы (1) меньше т. 


Доказательство. Так как система функций (1) зависима, 
то, согласно определению, одна из них зависима от остальных. Не 
ограничивая общности, можно считать, что такой функцией явля- 
ется {т. Тогда выполняются равенства (3), которые означают, что 
‘т-я строка матрицы Якоби системы функций (1) в каждой точке 
ТЕ С есть линейная комбинация остальных ее сторон. Следствие 
доказано. 

Отсюда сразу следует достаточное условие независимости 
функция. 

Теорема. Пусть т < п. Тогда, если ранг матрицы Якоби 
системы (1) равен т тотл бы в одной точке множества С, то 
система функций (1) является независимой на множестве С. 


Действительно, в противном случае ранг матрицы Якоби был 
бы меньше т в любой точке г Е С. 


Пример 2. Покажем, что функции 
ул = 251 + 12 + 13,2 = 22 + 2 + 12, уз = 5112 + 11Т3 + 1213 


являются независимыми в окрестности любой точки  прост- 
ранства. 


2 Зак. 193 
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Якобиан этой системы функций имеет вид 


2 1 1 
2т1 252 2т3 
т2 +13 1+13 1+ то 


Легко показать, что он равен 2(т1 + 12 + 23)(т2 — 13). Очевидно, в 
любой окрестности любой точки пространства найдется точка, в кото- 
рой он отличен от нуля, и поэтому в окрестности любой точки данные 
функции независимы. 


3.2. Достаточные условия зависимости функций. Как и выше, 
будем предполагать, что функции 


У = (х), а т, (1) 


определены и дифференцируемы на открытом множестве С С ВП. 
Через г(т) обозначим ранг матрицы Якоби системы функций 
(1) в точке те С. Пусть р = шахт(т). 
те 


Пример 1. На Е? рассмотрим функции Л и ]2 такие, что 
Л(т,у) = 139? в полуплоскости т > 0, [№2(2,у) = 123 в полуплоско- 
сти у 2 0, ав других точках они равны нулю. 

Легко проверить, что эти функции непрерывно дифференцируемы 
на Е?. Причем, если г(т,у} — ранг матрицы Якоби в точке (5, у), то 
г(т, у) = 2, когда т > биу> 0, г(т, у) = 1, когда ху < 0, и, наконец, 
г(т,у) =0, когда х < биу< 0. 


Теорема. Пусть функции (1) определены и непрерывно диф- 
ференцируемы на открытом множестве С С ЕП, и пусть т < 
<п. Тогда, если и = г(то), то Е С, цч1 < и < т, тои функ- 
ций, градиенты которыт в точке то линейно независимы, явля- 
ются независимыми в любой окрестности точки то. Кроме 
того, существует окрестность точки тд, в которой каждая 
из остальных функций зависима от этих функций. 


Доказательство. Без ограничения общности можно счи- 
тать, что в точке хо отличен от нуля определитель 


О(ул, ..., Ум) 

ОЕ) 
Тогда из теоремы предыдущего пункта следуег, что функции 
Л, ..., Хи являются независимыми в любой окрестности точки 10. 
Докажем, что в некоторой окрестности точки то каждая из 


функций }у, 1 > и зависит от }1, ..., №. 
В силу теоремы о неявных функциях, система уравнений 


у = (т, .. Три, Ти, тп), 1=1, 2-0 
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в некоторой окрестности точки (70, 0), где уз = {(50), разрешима 


относительно переменных г1,..., т». Пусть 
1; = ФИЛ, - 2 Ув Фи. п). 
Тогда в указанной окрестности точки (то, у} для любого 1 > п 
У) = ЕЦ, 35) Ур» Фы+-1 Тп), 
где Ехул, о Ум» Фи-1) +. тп) = Р(фь, 6.) Физ Фут) +. +, тп). 

Покажем, что функции Е; от аргументов Ту+1,...,Фи не за- 
висят. 

Зафиксируем переменные х,-1,..., Хи, кроме 2, $ > р, и 
рассмотрим отображение (1, ..., Ум, 2:;) — (у1,..-, Ув, У), где 
> риу =Е(У1, ..-) Ур Тичь .. о Тр...) п). Это отображение 
есть композиция отображений 

(ут, ...) Ум» т:) - (71, +) Фр) т:) > (ут, 3) У у), 
где 

тк = (ут, г Ур Фи + Фо тп), К=1,2,,.. м. 
Тогда 


Е; — Э(у1, ..., Ум, 1) — 


д: д(ут, 9 Ум) т:) 


9(т1,.... ти, 1:) (ул, .. 5 Ур» 14) 
в указанной окрестности, так как 


Э(ут, ..) Ум» у;) =0 
Э(тт, ...; Фи, т) 


в любой точке множества С’. Теорема доказана. 


$4. Поверхности и многообразия 


4.1. Кривые на плосности и в пространстве. В главе 5 уже рас- 
сматривались параметрически заданные кривые на плоскости и 
в пространстве. Согласно данному там определению, любая не- 
прерывная векторная функция, определенная на некотором про- 
межутке числовой прямой, задает непрерывную кривую. Здесь 
лишь уточним это важное понятие. Для этого введем некоторые 
новые понятия. 

Определение 1. Отображение / множества СС В" на мно- 
жество /(С') С Е" называется гомеоморфизмом, если оно непре- 
рывно, взаимно однозначно и, кроме того, обратное отображение 
[-! тоже непрерывно. 

2* 
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Определение 2. Гомеоморфизм { открытого множества С 
на открытое множество /(С'’) называется диффеоморфизмом, если 
отображения } и }_! непрерывно дифференцируемы. Гомеомор- 
физм } называется диффеоморфизмом гладкости К, если отобра- 
жения / и {`! К раз непрерывно дифференцируемы. 

Определение 3. Пусть задана непрерывная векторная функ- 
ция г = г(#), ЕЕ ДА, которая отображает промежуток ДС В в 
п-мерное пространство &". Тогда множество ‘у всевозможных пар 
(+; г(#)), ЕЕ А, называется непрерывной параметрически задан- 
ной кривой. 

Причем любая другая непрерывная векторная функция г = 


= р(т), тЕ А, отображающая промежуток А в В", задает ту 
же кривую 7, если существует гомеоморфизм т = ф({) промежутка 


А на промежуток А такой, что р (ф(#)) = г(+) УЁЕД. 
В этом случае будем писать 

7 = {г(1, ЕД}. (1) 
Каждая пара (#; г($)), Ё Е А, называется точкой кривой ‘у, а точка 
М ЕЁ" с радиус-вектором г({) — носителем этой точки кривой 
77, причем пары (#; г($)) и (т; р(т)), гдет = ф(#), — это одна и та же 
точка кривой 77. Переменная # Е ДА называется параметром или 
координатой точки на 7, а любой гомеоморфизм ;ф промежутка 


А на промежуток А — преобразованием параметра этой кривой. 

В зависимости от класса рассматриваемых кривых допуска- 
ются разные классы преобразований параметра. Например, если 
рассматриваются непрерывно дифференцируемые кривые, то до- 
пустимыми преобразованиями параметра являются диффео- 
морфизмы, а если К раз непрерывно дифференцируемые кривые, 
то — диффеоморфизмы гладкости К. 

Совокупность всех носителей точек кривой называется ее но- 
сителем. Заметим, что носитель, т.е. геометрический образ, та- 
кой непрерывной кривой на плоскости или в пространстве может 
совсем не походить на то, что обычно понимается под линией. По- 
этому, как правило, рассматриваются гладкие или кусочно-гладкие 
кривые. Напомним соответствующее определение. 

Определение 4. Непрерывная кривая (1) называется глад- 
кой, если векторная функция г = г(#, Ё Е А, непрерывно диф- 
ференцируема и |г'’({)| # СУЕЕ АД, а допустимыми преобразова- 
ниями параметра являются диффеоморфизмы с отличной от нуля 
производной. Если же кривая 77 ориентирована, то допускаются 
только диффеоморфизмы с положительной производной. 

Легко видеть, что если кривая (1) гладкая, то отображение 
$ -> г(Ё) локально взаимно однозначно. Следовательно, в неко- 
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торой окрестности любой точки & Е А ее можно представлять как 
деформированный кусок прямой, и в этом смысле она является 
одномерной геометрической фигурой. Отметим, что в общем слу- 
чае носитель непрерывной параметрически заданной кривой на 
плоскости может быть как нульмерной геометрической фигурой (в 
случае, когда г(#) постоянная), так и двумерной (кривая Пеано). 

Определение 5. Точка носителя кривой "7, которая явля- 
ется носителем по крайней мере двух точек этой кривой, назы- 
вается кратной точкой или точкой самопересечения кривой 7. 
Кривая, не имеющая кратных точек, называется простой кривой 
(или простой дугой). 

Таким образом, у простых кривых точка носителя кривой од- 
нозначно определяет точку кривой, и поэтому в этом случае можно 
не делать различия между кривой и ее носителем. 

В заключение рассмотрим другой подход к описанию кривой 
на плоскости, основанный на том, что кривая — это множество 
точек 77 С 82, которое в каком-то смысле является одномерной 
геометрической фигурой. 

Пусть в некоторой области СС В? задана непрерывная функ- 
ция Р(т,у). Тогда множество всех точек (т, у} Е С, удовлетворя- 
ющих уравнению 

Е(т, у) = 0, (2) 


называют кривой, заданной неявно уравнением (2). Однако так 
определенное множество точек на плоскости может совсем не похо- 
дить на то, что обычно понимают под линией, поэтому на функцию 
Е(т,у) накладывают некоторые дополнительные условия. Так, 
например, из теоремы о существовании и дифференцируемости 
неявной функции следует, что если Р(х,у) определена и непре- 
рывно дифференцируема в окрестности точки (570,0), а в самой 
этой точке удовлетворяет условиям: 
Е(то, уо) я 0, вта Е 7 0, 

то в некоторой окрестности точки (70, 0) множество ‘у точек (т, у), 
удовлетворяющих уравнению (2), является графиком непрерывно 
дифференцируемой функции: у = {(5) или т = 9(9). 

Таким образом, имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Пусть у — множество всег точек М плоско- 
сти, координаты которых удовлетворяют уравнению Р(х,у) = 
= 0, где функция Е(т,у) определена и непрерывно дифференци- 
руема в некоторой области @ С Е?. Тогда, если 

втаа (ту) #0 У(т,у) ЕТ, 

то у каждой точки М Е 77 существует окрестность О(М) 
такая, что множество 7 ПО(М) является графиком непре- 
рывно дифференцируемой функции (у от т или т от у). 
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4.2. Параметрически заданные поверхности. Сразу отметим, 
что параметрически заданные поверхности определяются по ана- 
логии с параметрически заданными кривыми. 

Определение 1. Пусть задана непрерывная векторная функ- 
ция Г = г(и, 0), (и,5)Е О, которая отображает область О С В? 
в пространство ®3. Тогда множество 5 всевозможных пар (Р; М), 
где Р — точка области О с координатами (и, 5), а М — точка 
пространства ®3 с радиус-вектором г = г(и, 5), называется непре- 
рывной параметрически заданной повертностью. Причем любая 
другая непрерывная векторная функция г = р(&,1), (1) ЕО, 


отображающая область О С Е? в ВЗ, задает ту же поверхность 5, 
если существует гомеоморфизм ф: 


т = &(и, 5), 
= 7(и, 5), 


области Ш на область р такой, что 
Рр(Е(и,ч), п(и,ч)) = г(и, и) У (и, 5) ЕР. 


В этом случае будем писать 5 = {г(и,5), (и, 5) Е 2}. Каждая 
пара (Р; М), РЕ О, называется точкой поверхности 5, при- 
чем пары ((и, 5); г(и,%)) и ((6,п); Р(ё,п)), где & = &(и,ч), 
7 = 1(и, 5), — это одна и та же точка поверхности 5. Перемен- 
ные и, о называются параметрами или координатами точки на 
повертности 5, а любой гомеоморфизм ф области О на область 


р — преобразованием параметров (координат) этой поверхно- 
сти. Точка М Е В с радиус-вектором г(и,у) называется носи- 


телем точки ((и,ч), г(и,5)) поверхности 5, а совокупность всех 
носителей ее точек — носителем повертности 5. 


Определение 2. Точка носителя поверхности 5, которая яв- 
ляется носителем по крайней мере двух точек этой поверхности, 
называется кратной точкой или точкой самопересечения по- 
вертности 5. Поверхность, не имеющая кратных точек, называ- 
ется простой поверхностью. 


У простых поверхностей, как и у простых кривых, можно не 
делать различия между точками поверхности и их носителями. В 
частности, простую поверхность 5 можно представлять как геоме- 
трическую фигуру в пространстве, которая получается непрерыв- 
ной деформацией (без разрывов и склеиваний) плоской области О, 
и в этом смысле она является двумерной геометрической фигурой. 

Очевидно, поверхность 5 является простой, если она имеет 
явное задание, т.е. является графиком непрерывной функции: 


д = [(т,у), у=/(2,т) или т= (у, 2). 
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Во второй части определения 1 утверждается, что параметри- 
чески заданная поверхность хотя и не совпадает со своим геоме- 
трическим образом (носителем), однако она инвариантна относи- 
тельно преобразования координат на ней, и в этом смысле она 
является геометрической фигурой в пространстве. 

Заметим, что если поверхность задана непрерывно дифферен- 
цируемой векторной функцией, то при любом диффеоморфизме па- 
раметров новая векторная функция тоже будет непрерывно диф- 
ференцируемой. Это замечание делает естественным следующее 
определение. 


Определение 3. Поверхность называется непрерывно диф- 
ференцируемой, если она задана непрерывно дифференцируемой 
векторной функцией, а допустимыми преобразованиями параме- 
тров являются диффеоморфизмы. 


В координатах векторную функцию г = г(и, 5), задающую по- 
верхность 5, можно записать в виде отображения 


х=х(и, 5), 
У= у(и, 5), (1) 
аи), 


области О С В? в пространство ВЗ. 


Определение 4. Точка поверхности 5, заданной отображе- 
нием (1), называется неособой, если в этой точке отображение (1) 
непрерывно дифференцируемо и ранг матрицы Якоби равен 2. 


Из того, что 


9(т,у) _ О(т,у) О(Е ) | 
д(и, о)  0(6т) д(и,5)’ О(и,) ОЕ) био)’ 
= ( 


9(2, т) 9(2,т) 0(Е,п) 
(и, 5)  0(,п) д(и,,)' 


следует, что свойство точки поверхности «быть неособой» инва- 
риантно относительно преобразований параметров, которые явля- 
ются диффеоморфизмами с отличным от нуля якобианом. 


Определение 5. Поверхность 5, заданная отображением (1), 
называется гладкой, если отображение (1) непрерывно дифферен- 
цируемо, ранг матрицы Якоби этого отображения равен 2 в любой 
точке области 0), а допустимыми преобразованиями параметров 
являются диффеоморфизмы с отличным от нуля якобианом в лю- 
бой точке области О. 


Таким образом, гладкая повертность — это непрерывно диф- 
ференцируемая повертность без особых точек. 
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Покажем, что гладкая поверхность 5 в некоторой окрестности 
каждой своей точки имеет явное задание. 

Пусть гладкая поверхность 5 задана отображением (1). Со- 
гласно определению гладкой поверхности, это отображение непре- 
рывно дифференцируемо, и в любой точке области О) отличен от 
нуля хотя бы один из определителей 


д(т,у) 0(у,2)  0(2,т) 
9(и, 5)’ д(и,ъ)’ д(и,ъ)` 


Пусть в точке (10,50) Е Д отличен от нуля первый из этих опре- 
делителей. Тогда, согласно теореме о неявных функциях, система 
уравнений 


х=х(и, 9), у=у(и, 5), 


в некоторой окрестности О(0,0) точки (чо, 50) однозначно опре- 
деляет переменные и, ® как функции от т, у: 


и=и(т,у), о =у(т,у). 


Следовательно, часть поверхности 5, определяемая сужением ото- 
бражения (1) на О(що, 50), является графиком функции 


#=2(щ(т,у), (т, у). 


4.3. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Ранее 
было показано, что поверхность 5, являющаяся графиком функ- 
ции 2 = [(т,у), имеет наклонную касательную плоскость в точке 
с координатами хо, 0, 20 = /(т0,у0) тогда и только тогда, когда 
функция { дифференцируема в точке (70,0). Причем эта каса- 
тельная плоскость задается уравнением: 


&—щ = [1 (20,0) (2 — 20) + (зо, у) (у - №). = (1) 


Заметим, что поверхность 5, заданную уравнением 2 = }(т, у), 
можно задать векторной функцией г = г(и, 5), у которой 


ф=и у=у &=Ли, у). (2) 


Тогда уравнение касательной плоскости (1) в векторной форме 
имеет вид: 
гг = ги (и — 0) + г, (9 — 50). (3) 


Здесь векторы г', иг‚, линейно независимы, так как ранг матрицы 
Якоби отображения (2) равен 2. 

Из сказанного выше следует, что о касательной плоскости имеет 
смысл говорить только в неособой точке рассматриваемой поверх- 
ности. 
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Определение. Пусть точка Мо Е ®3 является носителем 
неособой точки (0,10) поверхности 


5 = {г(и,ъ), (и, 5) ЕП}. (4) 


Тогда плоскость, проходящая через точку Мо параллельно векто- 
рам г’, (10, 0}, г’, (мо, 50), называется касательной плоскостью к 
поверхности 5 в точке (що, 50). Прямая, перпендикулярная этой 
плоскости и проходящая через точку М, называется нормальной 
прямой к повертности 5 в точке (10,10), а любой ее направляю- 
щий вектор — нормалью к поверхности 5 в этой точке. 

Легко видеть, что касательная плоскость не зависит от пара- 
метризации поверхности. Действительно, пусть преобразование 


ё = &(и, 5), 7 = 7 (м, 5), (и, 5) Е, 


является диффеоморфизмом, якобиан которого в точке (10,10) от- 
личен от нуля. (Напомним, что в рассматриваемом случае только 
такие преобразования параметров являются допустимыми.) Тогда 
в этой точке 

РН РИ, 

ЕЕ, 


причем 96. т) 7 0. Следовательно, векторы гу, г, и векторы 
Э(и,э) 
гг, гу определяют одну и ту же плоскость, проходящую через 
точку №. 
Из определения следует, что касательная плоскость к поверх- 
ности (4) в точке (0,50) задается векторным уравнением 


ГЕ то + ги + го, (10) Е Е?, (5) 


где го = г(ио, 0), ги = Ги (0, 10), Гу = гь (10, 10), аг — радиус- 
вектор точки плоскости. Очевидно, уравнение (5) можно записать 
и в виде уравнения (3). 

Из уравнения (5) следует, что векторы г — го, г, иг, лежат в 
одной плоскости, поэтому их смешанное произведение равно нулю 
и, следовательно, касательную плоскость (5) можно задать вектор- 
ным уравнением 

(ког, г.) =0 


или в координатах 
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где т,у,2 — координаты переменной точки на касательной плос- 
кости, 50, /0, 22 — координаты точки Мо, а т, у, щих, и, 
2, — координаты векторов г, иг, в точке (чо, 90). Далее, так как 
в неособой точке поверхности (4) вектор М = [г,г’]| ненулевой 
и ортогонален касательной плоскости (5), то вектор М является 
одной из нормалей к поверхности 5 в точке (0,50), а нормальная 
прямая задается векторным уравнением 


г = го + [Гог {ЕВ', 


или тремя уравнениями для координат: 


ь д(у, =) 
т= то + Оби)" 
96.8), 
у=у о ) 
д(т,у 
ао) ЕК. 


В частности, если поверхность 5 есть график функции 2 = ] (т, у), 
то нормальная прямая к поверхности 5 в точке (510, у0) задается 
уравнениями 


т=то+ 1. (то, уо № 
у=у + Л (10, У) 
# = (10%) +В ЕЕВ. 


4.4. Поверхности, заданные неявно. Выше рассматривались па- 
раметрически заданные поверхности. Каждая такая поверхность 
задается непрерывным или непрерывно дифференцируемым ото- 
бражением из В? в В3 и фактически отождествляется с классом 
отображений, каждое из которых получается из данного с помощью 
допустимого преобразования параметров. При таком определении 
поверхности приходится различать точку поверхности и ее образ 
в пространстве. Здесь рассмотрим другой подход к описанию по- 
верхности, основанной на том, что поверхность — это множество 
точек 5 С 3, которое в некотором смысле является двумерной 
геометрической фигурой. 


Определение. Множество 5 С 3 называется непрерыв- 
ной поверхностью без точек самопересечения или непрерывным 
двумерным многообразием, если у любой точки Мо Е 5 суще- 
ствует окрестность О(Мо) такая, что множество 5 П О(Мо) есть 
непрерывная параметрически заданная поверхность без точек са- 
мопересечения. 
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Если, кроме того, для любой точки №60 Е 5 поверхность 5 П 
П О(Мо) является гладкой, то множество 5 называется гладким 
двумерным многообразием или гладкой поверхностью. 

Пусть в некоторой области С'С 3 задана непрерывная функ- 
пия Р(т,у,2). Тогда множество всех точек (т, у,2) Е С, удовле- 
творяющих уравнению 

Е(т, у, 2) = 0, (1) 
называют поверхностью, заданной неявно уравнением (1). 

Так определенное множество может совсем не походить на обыч- 
ное представление о поверхности. Например, оно может быть пу- 
стым, может состоять из конечного числа точек, наконец, оно мо- 
жет быть замыканием некоторого открытого множества. Поэтому 
на функцию Р(т,у,2) накладывают дополнительные условия. 

Так, например, из теоремы о существовании и дифференци- 
руемости неявной функции следуют такие почти очевидные утвер- 
ждения. 

Теорема 1. Пусть функция Е(х,у,2) определена и непре- 
рывно дифференцируема в окрестности точки (т0, 0,20). То- 
гда, если Е(то, 0,20) = 0, рта Е(то, 0, 20) 7 0, то в некото- 
рой окрестности точки (то, у0, 20) множество 5 точек (т, у, 2), 
удовлетворяющих уравнению (1), является гладкой повертно- 
стью, имеющей явное задание. 

Теорема 2. Пусть функция Е(т,у,2) определена и непре- 
рывно дифференцируема в некоторой области а с ®, а5 — 
множество всет точек (т, у,2) Е С, удовлетворяющих уравне- 
нию (1). Тогда, если 


вта4 Е(х,у,2) #20 \(т,у,2) Е 5, (2) 

10 множество 5 является гладким двумерным многообразием 
(гладкой повертностью). 

Пусть 5 — гладкая поверхность, заданная уравнением (1), где 

функция Р(т, у, 2) удовлетворяет условию (2). Тогда в окрестности 


каждой своей точки поверхность 5 имеет гладкое параметрическое 
задание: 


т = 1(и,9), у=у(и 9), а=ае(и, 5). 
Подставив эти функции в уравнение (1), получим тождество 
Е(т(и, 5), у(и, 5), #(и,5)) = 0, 
из которого следует, что вектор втаЯ Ё является нормалью к по- 
верхности 5 в рассматриваемой точке. Действительно, так как 


/ И и! и и! И 
О а 
то вектор (Ру, Еу, Е,) ортогонален векторам (ту, Уи, 2и), (2, Уи» 2ь), 
которые определяют касательную плоскость к поверхности 5 в рас- 
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сматриваемой точке. Следовательно, касательная плоскость к этой 
поверхности 5 в точке (10, у0, 20) задается уравнением: 


Ер(т — 10) + (у — %0) + Е& (2 — 20) = 0, 
где производные Ё,, Е, Е, вычислены в точке (50, /0, 20) Е 5. 


4.5. Параметрически заданные К-мерные поверхности в п-мер- 
ном пространстве. В этом пункте обобщим понятия параметри- 
чески заданной кривой и параметрически заданной поверхности 
на случай произвольных К-мерных поверхностей в п-мерном про- 
странстве. 

Определение 1. Пусть задано непрерывное отображение г = 
= $(®), которое отображает область Р С ЁВ* в пространство Е”, 
К < п. Тогда множество 5 всевозможных пар (#;0(1)), ЕЕ О, на- 
зывается непрерывной параметрически заданной К-мерной по- 
вертностью. Причем любое другое непрерывное отображение г = 


= 4(т), тЕДС В", задает ту же поверхность 5, если существует 
гомеоморфизм т = т(#) области О на область О такой, что 


ф(т() =Ф(Ю УЕР. 

В этом случае каждая пара (#; ф(#)), {Е О, называется точкой 
поверхности 5, а точка т = ф(И Е В" — носителем этой точки 
поверхности 5. Совокупность всех носителей точек поверхности 5 
называется носителем поверхности 95. 

Отображение 5 = (1) в координатах имеет вид: 


т, =+ФХ®, ЕО = (1) 


Если К-мерная поверхность 5 задана отображением (1), то пе- 
ременные $1,... ‚ {х называются параметрами или координатами 
точки на поверхности 5, а любой гомеоморфизм области О — 
преобразованием параметров (координат) этой поверхности. 

Как и выше, определяются кратные точки поверхности. По- 
верхность, не имеющая кратных точек, называется простой К- 
мерной поверхностью. Простую К-мерную поверхность 5 можно 
представлять себе как множество точек в В", которое получается 
из К-мерной области О непрерывной деформацией, и в этом смы- 
сле она является К-мерной. 


Определение 2. Поверхность называется непрерывно диф- 
ференцируемой, если она задана непрерывно дифференцируемым 
отображением, а допустимыми преобразованиями параметров явля- 
ются диффеоморфизмы. 


Определение 3. Точка поверхности 5, заданной отображе- 
нием (1), называется неособой, если в этой точке отображение (1) 
непрерывно дифференцируемо и ранг матрицы Якоби равен К. 


„_ 
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Как и для поверхностей в трехмерном пространстве, легко по- 
казать, что свойство точки поверхности «быть неособой» инва- 
риантно относительно преобразований параметров, которые явля- 
ются диффеоморфизмами с отличным от нуля якобианом. 


Определение 4. Поверхность 5, заданная отображением (1), 
называется гладкой К-мерной повертностью, если отображение 
(1) непрерывно дифференцируемо, ранг матрицы Якоби этого ото- 
бражения равен А в любой точке области О, а допустимыми пре- 
образованиями параметров являются диффеоморфизмы с отлич- 
ным от нуля якобианом. 


Легко видеть, что гладкая (п-—1)-мерная поверхность 5 в окрест- 
ности каждой своей точки имеет явное задание, т.е. является гра- 
фиком некоторой функции от (п — 1)-го переменного. Действи- 
тельно, пусть в рассматриваемой точке, например, 


9(ет, Жи) 
9(#1,... 1) 


Тогда система уравнений 


#0. 


Е ао 1=1.....п-1, 


в некоторой окрестности рассматриваемой точки однозначно ре- 
шается относительно переменных #1,...,щ-—1: 


(а) ЕП, 


и поэтому в этой окрестности переменная т» есть функция от 
т1,...,Тп_1, а рассматриваемая часть поверхности 5 является гра- 
фиком этой функции. 


Определение 5. Пусть точка Мо Е В" является носителем 
неособой точки ® = (В,... 5) поверхности 5, заданной отобра- 
жением (1). Тогда К-мерная плоскость, заданная отображением 


п 
д 
х=ф(ю) + › (в, (Н,...,) Е В, 
=” 


называется касательной плоскостью или касательным прост- 
ранством к поверхности 5 в точке Мо. 


Любая прямая, перпендикулярная этой плоскости и проходя- 
щая через точку Мо, называется нормальной прямой к повертно- 
сти 5 в точке 0, а любой направляющий вектор такой прямой — 
нормалью к повертности 5 в этой точке. 

Легко видеть, что касательная плоскость не зависит от пара- 
метризации поверхности. (Случай п = 3, К = 2 рассмотрен в 
пункте 3.) 
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Из определения нормали к поверхности 5, заданной отображе- 
нием (1), следует, что нормалью к 5 является любой ненулевой 
вектор М, удовлетворяющий системе из п линейных уравнений 


(52,м) =0, #=12,...,п. 
ОБ 


Так как ранг матрицы этой системы равен К, то в любой точке 
гладкой К-мерной поверхности существует 7% — К линейно незави- 
симых нормалей. 


4.6. Гладкие К-мерные многообразия. Множество 5 точек п- 
мерного пространства Е” называется непрерывным К-мерным мно- 
гообразием, если у любой точки Му Е 5 существует окрестность 
О(Мь) такая, что множество 5 П О(Мо} является непрерывной 
параметрически заданной К-мерной поверхностью без точек само- 
пересечения. Если, кроме того, для любой точки Мо Е 5 поверх- 
ность 5 П О(Мо) является гладкой, то множество 5 называется 
гладким К-мерным многообразием. 

Из теоремы о существовании и непрерывной дифференцируе- 
мости функций, неявно заданных системой уравнений, как след- 
ствие получается следующее утверждение. 


Теорема. Пусть в некоторой области С С Е" задана си- 
стема непрерывно дифференцируемых функций 
Е;(х), 1=1,....т, (1) 
где т < п. Через 5 обозначим множество всех точек т Е С, 
удовлетворяющих системе уравнений 
Е;(т) =0, 7=Ъ. (2) 
Тогда, если множество 5 непустое и ранг матрицы Якоби си- 
стемы функций (1) равен т в любой точке т Е 5, то множе- 
ство 5 является гладким (п — т)-мерным по БООбра-Е 
Согласно этому утверждению, если 5 — гладкое (п—т)-мерное 
многообразие, заданное системой уравнений (2), то в некоторой 


окрестности каждой своей точки 10 оно имеет гладкое параметри- 


ческое задание 


5 ф(Н, + ‚т-т), (3) 
которое непрерывно дифференцируемо и такое, что векторы 
9 . 
9’ =12,.... п-т, (4) 
р 


линейно независимы. Подставив значения (3) в уравнения (2) и 
продифференцировав по &;, получим равенства 


р О, р а 
ть Н: 


> 


= 





$4. Поверхности и многообразия 39 


которые в векторной форме имеют вид 


д 
(в 5) =0, 1=1,... ть 


де 
тдез = 1,2,..., п — т. Таким образом, векторы 
УЕ, Ее (5) 


вычисленные в точке то Е 5, ортогональны касательному про- 
странству к многообразию 5 в точке то, и поэтому если вектор 
т — то лежит в этом касательном пространстве, то он удовлетво- 
ряет условиям: 


(УР, 2 -— 10) =0, 1=1,2,...,т. (6) 
Верно и обратное утверждение, т.е. если вектор х — хо удовле- 
творяет условиям (6), то он лежит в касательном пространстве к 
многообразию 5 в точке то. Действительно, так как векторы (4) и 


(5) о базис в п-мерном к — то существуют числа 
и; 1=12,....Пп- и ‚т, такие, что 


НИ 9 т 
Х-— т = ). а + У`ВУЕ. 
1=1 = 


Умножим это векторное равенство скалярно на каждый из векторов 
УЕ,. В результате получим, что В; должны удовлетворять системе 
линейных однородных уравнений 


У РКУ УЕ] 0, ое ть 
=1 
определитель которой отличен от нуля (так как векторы (5) ли- 
нейно независимы). Следовательно, В; = 0 для любого $ = 1,2,... 
.,т, а это и означает, что вектор т — хо лежит в касательном 
пространстве. 

Таким образом, нами доказано следующее утверждение: 

Если 5 — гладкое (п-т)-мерное о заданное си- 
стемой уравнений Е;(т) =0, 71 =1,2,...,т, то касательное 
пространство к многообразно 5 в точке то задается систе- 
мой линейных уравнений 


(УЕ; х -— 10) =0, 1=12,...,т, 
где векторы УЕ; вычислены в точке то. 

Отсюда, в частности, следует, что любой вектор М, который 
является линейной комбинацией векторов УЁ|,... УЕ, орто- 
гонален многообразию 5 в точке тд, т.е. ортогонален касатель- 
ному пространству к многообразию 5 в точке то. Очевидно, верно 
и обратное утверждение: если вектор М ортогонален многообра- 


зию 5 в точке тд, то он является линейной комбинацией век- 
торов УЁ,,..., УЕ 
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$5. Экстремумы функций многих переменных 


5.1. Определения и необходимое условие экстремума. Пусть 
функция ] определена на множестве Р; С В" и отображает О;в Ю. 


Определение 1. Точка М Е ДО; называется точкой ло- 


кального максимума (минимума) функции ]{, если существует 
6 > 0 такое, что 


УМ Е 05 (М) пр; ЛМ) < КМо) (ИМ) > Кто). 


В этом случае будем говорить, что функция { в точке № имеет 
локальный максимум (минимум). 


Определение 2. Точка Мо Е В называется точкой экс- 
тремума или экстремальной точкой функции }, если Мо — 
точка локального максимума или минимума функции {. 

В этом случае будем говорить, что функция } в точке № имеет 
экстремум. 

Рассматриваемые экстремумы (минимумы и максимумы) на- 
зываются локальными, так как при их определении учитывается 
поведение функции лишь в некоторой окрестности точки №. 
В дальнейшем для краткости слово «локальный» иногда будем 
опускать. 

Определение 3. Точка Мо Е О; называется точкой стро- 
гого максимума (минимума) функции }, если существует д > 0 
такое, что 


УМ ЕО: (М) пр; ХМ) < (Мо) (АМ) > КМ). 
Точка Мо Е ДО; называется точкой строгого экстремума 
функции ], если Мо — точка строгого максимума или минимума 
функции {. 
Теорема. Пусть точки М и Мо имеют координаты 


(т1,..., Фп) м, соответственно, (50, .... 20) и пусть функция 


Е бсренинруеый в точке Мо. Тогда, если Мо — точка экс- 
тремума функции }, то в этой точке . 


97 
21 =0 \=12 
дт; . } 
Доказательство. Рассмотрим функшию / (21, 20, ..., 20) од- 


ного переменного т:. Она в точке 5% дифференцируема и имеет 


экстремум. Следовательно, —— (№) = 0. Аналогично доказыва- 
рему ’ бт 





О (№) =0 У. Теорема доказана. 
дт; 


Доказанную теорему можно сформулировать еще и так: 
Если функция | в точке Му дифференцируема и имеет экс- 
тремум, то дтаа }(Мо) = 0. 


“— —_—_—-- > 


-щ 
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Определение 4. Точка М Е О; называется стационарной 
точкой функции } (или скалярного поля }), если в этой точке 
функция } дифференцируема и рта4 } = 0. 

Таким образом, если функция ] в точке Мо дифференцируема 
и имеет экстремум, то Мо — стационарная точка функции {. 


Пример 1. Найдем экстремумы функции 
1(т, у) = 3 +у? - 6ту. 


Эта функция определена и дифференцируема на всей плоскости. Сле- 
довательно, она может иметь экстремумы только в стационарных точках. 
Эти точки удовлетворяют системе уравнений 


312 — бу=0, 
2у — 6х =0, 


которая имеет два решения 11 = у: = Оит2 = 6, уз = 18. Вычислим 
значения } в этих точках: 


1(0;0) =0, 1[(6;18) = —108. 


В точке (0;0) функция ] не имеет экстремума, так как {(х,0) = 
= 13, и поэтому в любой окрестности точки (0, 0) она принимает как 
положительные, так и отрицательные значения. 

В точке (6; 18) функция } имеет локальный минимум, так как /(6 + 
&, 18 +1) = -—108 + 22 (9+0 + (3Е - п)?, и поэтому, если |&| < 9, то 
1(6 + 6, 18 +1) > (6; 18). 

Таким образом, данная функция имеет единственную точку экстре- 
мума с координатами т = 6, у = 18, в которой она имеет локальный 
минимум. 


Пример 2. Найдем наименьшее и наибольшее значения функции 
(т, у) = 1? + у? - 6ту на замкнутом круге 2 + у2 < В?. 

Легко видеть, что данная функция имеет единственную стационар- 
ную точку с координатами т = 0, у = 0. Однако эта точка не является 
экстремальной, так как 


(2,0) =2?>0, {(2,2) = 42? <0 


для любого х 7 0. Следовательно, точки максимума и минимума функ- 
ции ], определенной на круге 22+у2 < Е?, лежат на окружности 22+? = 


Е?. Она задается уравнениями г = В созф, у = Езтф. Тогда из равен- 
ства 


(В созф, Взтф) = Е? (1 — бзтфсозф) = В?(1 - 35126) 
следует, что на круге 1? + у? < В? 


тш } = -28?, шах] =4Р?. 
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В общем случае можно рассматривать такую задачу. 

Пусть функция ] дифференцируема на открытом ограниченном 
множестве СС В” и непрерывна на его замыкании С, и пусть тре- 
буется найти наименьшее и наибольшее значения этой функции 


на множестве С. Для этого, как и в примере 2, можно поступить 
следующим образом: найти все стационарные точки функции } 
на множестве С’, вычислить значения } в этих точках и выбрать 
из них наименьшее и наибольшее. Затем найти наибольшее и 
наименьшее значения функции } на границе ОС множества (“. 
Сравнив значения { на С и на ОС, найдем наименьшее и наи- 
большее значения ] на С. 

Следует отметить, что в общем случае наибольшую трудность 
представляет задача нахождения наименьшего и наибольшего зна- 
чения функции } на ДС. Некоторые методы решения таких задач 
будут рассмотрены в конце этого параграфа. 


5.2. Необходимые и достаточные условия максимума и мини- 
мума. Пусть функция / от п переменных 11, 22..., Ти в некоторой 
окрестности точки Мо Е О; имеет производные второго порядка, 
и эти производные непрерывны в точке №0. Тогда, как известно, 
ее первый дифференциал в точке Мо — это линейная форма 

п 
01 
Фи(Мо; в) = (УЛ) = 2. 
: Т: 
=1 
а второй дифференциал — это квадратичная форма 
п 
92} 
Ф2(Мо: В) = › ——_ РАВ; 
( } ) 7 дт; дт; 1707, 
$,7=1 
где производные от } вычислены в точке №0, а В — это вектор с 
координатами 11, №2, ..., В. 


Теорема 1. Пусть функция } определена и имеет непре- 
рывные частные производные второго порядка в некоторой ок- 


рестности точки Мо. Тогда, если Мо — точка максимума 
(минимума) функции [, то УКМо) =ди 
Ф›(Мо; в) <0 (>20) УВЕЕ". (1) 


Доказательство. Утверждение о том, что У} (М) = 0, до- 
казано в предыдущем пункте. Докажем неравенство (1). 

По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано функ- 
ция }(М) в точке Мо разлагается следующим образом: 


Им) = ИМО) + 5$ Мо МОМ) + (М) 


— 
где р = | МоМ |, а функция а(М) такая, что &(М) — 0 при М - 
> Мо. 


| 
] 
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те любой точки М 5 Мо через & обозначим единичный век- 
— _ —_ 
Е ММ. Тогда МоМ= рё, $2(Мо; МоМ) = р?Ф2(Мо; &), 


им) - имо =? (зекмье) +а(м)). 
Поэтому при любом фиксированном & 


шо 79 АМ 

р—>0 р 
Заметим, что этот предел — это предел при М -»> Мо по напра- 
влению вектора &. 

Из равенства (3) следует, что если Мо — точка максимума 
(минимума) функции }, то Ф2(Мо;&) < 0 (> 0) для любого 
единичного вектора &. Для единичных векторов неравенство (1) 
доказано. Для любого В оно следует из того, что Ф2(Мо; в} = 
= |5 2$-(Мо; &), где & — единичный вектор, коллинеарный век- 
тору В. Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Пусть функция } определена и имеет непре- 
рывные производные второго порядка в некоторой окрестно- 
сти точки Мо. Тогда, если У (Мо) = 0% 


Ф2(Мо; В) < 0 (>0) УБ > 0, (4) 


то Мо — точка строгого максимума (минимума) функции }. 


Доказательство. При доказательстве теоремы 1 было по- 
лучено равенство (2): 


1 
Им) - Ими =? (95 Мы® +а(м)), ©) 
где & — единичный вектор, а функция а«(М) такая, что «(М) + 0 


при М -? Мо. 
Пусть т = РЕ @2(Мо; 6) Так как функция |Ф(Мо; &)| на 


= 55 (Мое). (3) 


единичной сфере непрерывна и, в силу условия (4), положительна, 
то т > 0. А так как Шт а(М) = 0, то 
М-Мо 


95>0:УМ Ех (Мо) |а(М)| — (6) 


Из равенства (5) и условия (6) следует, что для любой точки 


МЕ 0 (Мо) справедливо неравенство 


(М) — (Мо) 


1 т 
р? ее 5$2(М; 5) $ 


4 
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из которого и следует наше утверждение. Действительно, если 
Ф2(Мо; &) < 0, то 


АМ) - (М) 1 т т т т 

А.И ЛЬ Зы += 
а если Ф2(М;&) > 0, то 

(М) - КМ) 1 тот т т 

ль Ф.М -р--—=- 


® 
для любой точки М ЕО; (Мо). Теорема 2 доказана. 
Напомним некоторые понятия из линейной алгебры. 


Определение. Квадратичная форма Ф(В) называется поло- 
жительно (отрицательно) определенной, если Ф(В)} > 0 (< 0) 
для любого В 7 0. Квадратичная форма, принимающая как поло- 
жительные, так и отрицательные значения, называется неопреде- 
ленной. 

Теперь теорему 2 можно сформулировать следующим образом: 

Пусть функция | дважды непрерывно дифференцируема в 
некоторой окрестности точки Мо. Тогда, если Му — стаци- 
онарная точка функции }, и второй дифференциал функции } 
в точке Мо является положительно (отрицательно) опреде- 
ленной квадратичной формой, то Мо — точка строгого мини- 
мума (максимума) функции }. 

Из теоремы 1 следует, что если второй дифференциал функ- 
ции } в точке Мо является неопределенной квадратичной фор- 
мой, то в точке Мо у функции ] нет ни максимума, ни мини- 
мума. 

Действительно, если квадратичная форма Ф2(Ми; В) прини- 
мает значения разных знаков, то из равенства 

$>(Мо; В) = [ВФ (Мо; &), 
где & — единичный вектор, следует, что Ф2 (Мо; &) принимает зна- 
чения разных знаков, что невозможно, если № ш — точка макси- 
мума или минимума функции {. 

В линейной алгебре доказывается, что квадратичная форма по- 
ложительно определена тогда и только тогда, когда все главные 
миноры ее матрицы положительны. Это утверждение называется 
критерием Сильвестра. 

Пример. Найдем экстремумы функции 


д = 43 +2 - бту. 
Легко видеть, что 
42 = (31? — 6у) ах + (2у - 6т) ду, 
4х = 6х 42? — 12 ах ау + 24у?. 
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В примере 1 из п.5.1. установлено, что эта функция имеет две ста- 
ционарные точки М! (0;0) и М2(6; 18). 

Для исследования стационарных точек М: и М» рассмотрим второй 
дифференциал данной функции. 

В точке М: (0;0) имеем: 


@ф2 = 1261 +21? = 2п(п - 65), 


где переменные 4х и 4у переобозначены на & и 1. Очевидно, эта ква- 
дратичная форма является неопределенной. Следовательно, в точке М; 
у данной функции нет ни максимума, ни минимума. 

В точке №М2(6; 18) имеем: 


ах = 36Е2 — 121 + 21? = (6 — п)? +17. 


Эта квадратичная форма является положительно определенной, поэтому 
М2 — точка строгого минимума данной функции. 


5.3. Случай функций двух переменных. Для функций двух пе- 
ременных. сформулируем и докажем теорему, в которой условия 
теоремы 2 из п.5.2. выражены в явном виде через вторые произ- 
водные. 


Теорема. Пусть функция {(т,у) определена и имеет не- 
прерывные частные производные второго порядка в некоторой 
окрестности точки Мо(то, уо). Тогда, если Мо — стационар- 
ная точка функции }, и в этой точке 


и 2> 
Ти Лу — Лау (1) 
то Мо — точка строгого экстремума функции |. Причем, 
если и: < 0, то Мо — точка строгого максимума, а если 


„> 0, то М — точка строгого минимума. 
= Если же в точке Мо 


Пи 56, (2) 


то она не является ие для }. 


Доказательство. Пусть в стационарной точке Мо выпол- 
нено условие (1). Тогда в ней //, %0и 


$2(6, п) = ие +, ты 
я: (# Е т) + (Ли — и м?). (3) 


Следовательно, в этом случае знак квадратичной формы 
Ф(&, 7) совпадает со знаком производной }/, (10, у0), и поэтому 
если [/', < 0, то Мо — точка строгого максимума, а если {и > 0, 
то Мо — точка строгого минимума функции {. 
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Пусть теперь в точке Мо выполнено условие (2). Тогда, если 
ис 2 0, то из равенства (3) следует, что квадратичная форма 
$2(&,1) является неопределенной. Аналогично рассматривается 
и случай, когда Л, 7 0. Если же Дл, = Ди, = 0, то М #О 
и $2(6,1) = 2/61. Следовательно, если в точке Мо выполнено 
условие (2), то во всех случаях квадратичная форма Ф2(&, 7) явля- 
ется неопределенной, и поэтому точка №0 не является экстремаль- 
ной. Теорема доказана. 
Для примера рассмотрим функцию 2 = 23 + у? — 6ту, которая 
уже изучалась в п.5.1. и п.5.2. 
Она имеет две стационарные точки М! (0;0) и М2(6; 18). У нее 


и _ и и 
212 =61, 2у=2, 2, = -6, 


А = ай _ в. = 125 — 36. 


В точке М! А = -36 < 0, поэтому в ней нет экстремума. 
В точке М2 2 = 36 > 0ид = 36 > 0, поэтому М2 — точка 


строгого минимума. 


5.4. Условные экстремумы. Пусть на множестве (7 С В" задано 


т функций 
4Ф1(2), .. Фт(т), (1) 
где г = (11,..., тп), т < п. Через 5 обозначим множество всех 
точек т Е С, в которых каждая из функций (1) обращается в нуль. 
Уравнения 
фт) =0, 1=12,...т, (2) 


будем называть уравнениями или условиями связи. 
Пусть, кроме того, на множестве С задана функция {(т). 


Определение. Точка 50 Е 5 называется точкой условного 
или относительного экстремума (максимума или минимума) 
функции {(т) при условиях (2), если то есть точка локального 
экстремума (соответственно, максимума или минимума} сужения 
функции ] на множество 5. 

Пример. Рассмотрим функцию {(т, у) = =? +у? и уравнение связи 
+ у = а, где а — некоторое число. 

Здесь С — это вся плоскость 2, а 5 — это прямая у = а-т. 
Сужение функции / на эту прямую — это функция 


д = /(х,а- т) = 217 - 2а5 +а?. 


Ее экстремумы находятся по уже известным правилам: 


2 = 45 — 2а=0, 0 =5. 
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В точке хо функция 2 имеет строгий минимум. На 5 точке хо со- 
а 
ответствует точка (50, у), где уо = а-— то = 5. Согласно определению, 


точка (хо, уо0} есть точка условного минимума функции } при условии 
х-+у=а. 

Заметим, что точка (то, ус) является точкой локального минимума 
функции } только при а = 0. 

В дальнейшем будем предполагать, что множество С' открытое, 
функции }и $1,..., Фт непрерывно дифференцируемы на Си 
градиенты Уф1,..., Уфт в рассматриваемой точке то линейно не- 
зависимы, т.е. ранг матрицы Якоби системы функций (1) в точке 
то равен т. Отсюда, в частности, следует, что система функций 
(1) в окрестности точки то является независимой. В этом случае 
говорят, что условия (2) в точке хо являются независимыми. 

Не ограничивая общности, можно считать, что у матрицы Якоби 
системы функций (1) в точке хо отличен от нуля минор из первых 
т, столбцов: 

9(фт, ...) Фт) 
т. (3) 
Э(тт, + и) 


Согласно теореме о неявных функциях, систему уравнений (2) 
в некоторой окрестности точки 20 можно решить относительно 
переменных т1,..., Хт. Пусть 


т: = (ть 29), Ф=12,..5 т (4) 


Тогда сужение функции ] на множество 5 в окрестности точки 
то имеет вид 


а, # +3 Чт, Тт-+1, + Тп) = 9 (тут, ...у Тп), (5) 
причем функция 9(тт-+1,..., Хп) определена и непрерывно диф- 
ференцируема В некоторой окрестности точки (а: у то). 


Следовательно, точка то является точкой условного экс- 
тремума функции }(т) при условиях (2) тогда и только то- 
гда, когда точка (т .1,...520) является точкой локального 
экстремума функции (5). 

Согласно этому утверждению, нахождение условного экстре- 
мума сводится к нахождению обычного локального экстремума, 
если имеется возможность решить систему уравнений (2) относи- 
тельно каких-то т переменных. Однако не всегда это удается, и 
поэтому в следующем пункте рассмотрим другой способ нахожде- 
ния точек условного экстремума. 


5.5. Необходимый признак условного энстремума. Метод мно- 
жителей Лагранжа. В этом пункте выведем необходимые условия 
для точек экстремума функции 


(<) = Ить... ба) (1) 
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от п переменных при условии, что эти переменные удовлетворяют 
системе из т, т < п, уравнений 


и (2) 


и функции | 
ф1(т),...,Фт(т) (3) 
являются независимыми. 


Теорема. Пусть функции (1) и (3) непрерывно диффе- 
ренцируемы в окрестности точки тд, и в этой точке ранг 
матрицы Якоби системы функций (3) равен т. Тогда, если 
то — точка экстремума функции (1) при условиях (2), то суще- 


ствуют числа №,...,А0 такие, что в точке то выполняется 
равенство 
т 
= у | 0 
2—1 


.„ Доказательство. При сделанных предположениях система 
уравнений (2) в некоторой окрестности точки то задает гладкое 
(п — т) — мерное многообразие 5. Пусть отображение г = т(#), 


1=(Н,...,ш_т) является параметрическим заданием этого мно- 
гообразия, и пусть 50 = 2(®). Тогда векторы 
дх дх (5) 
а, 


линейно независимы и образуют базис в касательном пространстве 
к многообразию 5 в точке 0, а векторы 


Уфь,..., Уфт (6) 


ортогональны этому касательному пространству, причем они ли- 
нейно независимы, так как ранг матрицы Якоби системы функций 
(3) равен т. Следовательно, совокупность векторов (5) и (6) явля- 
ется базисом в пространстве В”. 

С другой стороны, согласно определению, точка хо является 
точкой экстремума функции (1) при условиях (2), если точка ® 
является точкой локального экстремума функции 9(1) = {(т(1)). 
Следовательно, в этой точке 


т 97 6 0 
От: 9 





99 _ 
д; — 


1=1 


$5. Экстремумы функций многих переменных 49 


для любого 7 =1,..., п — тт, а это означает, что вектор У} в точке 
то ортогонален векторам (5) и поэтому является линейной комби- 
нацией векторов (6), т.е. существуют числа Л9,..., ЛО, такие, что 
в точке го выполняется равенство (4). Теорема доказана. 

Таким образом, если некоторая точка является точкой экстре- 
мума функции (1) при условиях (2), то ее координаты должны 
удовлетворять системе уравнений 





97 907 ._ 
т, а. (7) 
ево = 1,2, 4. ,т. (8) 


Отметим, что эта система состоит из п + т уравнений относи- 
тельно 7 + т переменных. 

При исследовании условных экстремумов обычно вводят вспо- 
могательную функцию 


т 
г, ^) = /(2) - У.) (9) 

1=1 
от п + т переменных т1,...,7п, А1,.... Ат. Ее называют функ- 
цией Лагранжа, числа А!1,...,Атж — множителями Лагранжа, а 


метод их использования — методом Лагранжа. 

Легко видеть, что условия (7) и (8) совпадают с необходимыми 
условиями локального экстремума функции (9). Действительно, 
ее производные по х; дают условия (7), а производные по А; — 
условия (8). 

Таким образом, если точка то = (1°,...,10) является точ- 
кой экстремума функции (1) при условиях (2), то п чи- 
сла №,..., №0, такие, что точка (то, Ао), где Хо = (№,...,^9,), 
будет стационарной точкой функции Лагранжа (9). 

Пример. Рассмотрим задачу об отыскании наибольшего и наи- 
меньшего значений симметрической квадратичной формы 


п 
(=) = Уоауият, ау=ау, (10) 


1,7=1 


на единичной сфере, заданной уравнением 
= =1. (11) 


5 Зак. 193 
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Для этой задачи функция Лагранжа имеет вид 
| п 
ГА, Л) = (т) -^[ У 1 
$=1 


Следовательно, координаты точек экстремума функции (10) НР условии 
(11) должны удовлетворять уравнениям 


аа 1=12,....п 
дт; 


После дифференцирования функции /(т) получаем следующую си- 
стему уравнений: 


в 
У ‘ант; =Ат, 1=12,...,п, (12) 


9=1 


из которой следует, что А — собственное значение линейного оператора 
с матрицей А = [а;; ат = (11,...,т,) — собственный вектор, соот- 
ветствующий этому собственному значению. 

Умножим 1-е уравнение системы (12) на т; и просуммируем по $ от 
1 до п. С учетом условия (11) в результате получим: 


л 
> рту = А. 


1,7 =1 


Таким образом, наибольшее значение симметричной ‘квадратичной 
формы (10) на единичной сфере равно наибольшему собственному зна- 
чению линейного оператора с матрицей. ||а;;||, а наименьшее значение 
равно наименьшему собственному значению. Отметим, что существо- 
вание этих экстремальных значений следует из того, что непрерывная 
функция на единичной сфере принимает как наибольшее, так и наи- 
меньшее значения. 


5.6. Необходимые и достаточные признаки условных макси- 


мумов и минимумов. Для формулировки признаков минимума и 
максимума функции {(т) при условиях: 


(т), ЕЕ. (1) 
удобно использовать второй дифференциал функции Лагранжа: 


п 


2 
4? Г, = > ее. 8 о 
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Теорема 1. Пусть функция {(т) и функции 


41(2),... ,Фт(т), т < п, (2) 
дважды непрерывно дифференцируемы в окрестности точки 
10, и в этой точке ранг матрицы Якоби системы функций (2) 
равен т. Тогда, если то — точка экстремума функции { (т) 
при условиях (1), то существуют числа №,..., №, такие, что 
точка (то, Ао) будет стационарной точкой функции Лагранжа. 
Причем, если то — точка минимума (максимума), то в точке 
(то, №) @Г20 (< 0) для любых 411,...,4тп, удовлетворяю- 
щих условиям: 


п 

фк 
У’ 4н =0, К =1,2,....т, (3) 
1=1 ^* 
где производные вычислены в точке тд. 

Доказательство. Первое утверждение теоремы доказано в 
предыдущем пункте. Для доказательства второго утверждения за- 
метим, что при сделанных предположениях уравнения (1) в неко- 
торой окрестности точки хо задают гладкое (п — т)-мерное много- 
образие 5. Тогда, если х = х({) — параметрическое задание этого 
многообразия, то, согласно определению, точка то = х(®Ю) явля- 
ется точкой минимума (максимума) функции {(т) при условиях 
(1), если точка & является точкой локального минимума (макси- 
мума) функции 9(#) = /(2(1). 

п 
ЭГ, 
Очевидно, 9(#) = 2 (2(1, №), 49 = 5 9. ат:, 
=1 . 
в п 
921, ЭГ, 
49 = у` 9-5. 48 ат; + у эн. 
$,71=1 ое 1=1 т: 
Точка (то, ло) является стационарной точкой функции Лагранжа, 


т.е. в этой точке 5.“ 0, 1=1,2,...,п. Поэтому в точке Ю 
той 
справедливо равенство 
в 
92 Г, 
2 
$)=1 


Пусть функция 9(#) в точке ® имеет минимум (максимум). 
Тогда, как известно, 
@9= —— ан; >20 (< 0) 
9 


5* 
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для любых ай,...,4-т. Отсюда и из равенства (4) следует, что 
в точке (то, Ло) Г >20 (< 0) для любых 451,...,4т» таких, что 
ь п-т 
д; 
ат: = Ул аь, 1=12,... п, 
тек О 


т.е. для любого вектора 45, лежащего в касательном пространстве 
к многообразию 5 в точке 50. 

Для завершения доказательства осталось заметить, что вектор 
4т лежит в касательном пространстве к многообразию 5 в точке 
то тогда и только тогда, когда в этой точке он ортогонален векто- 
рам Уфу,...,Уфт, т.е. удовлетворяет условиям (3). Теорема 1 
доказана. 


Теорема 2. Пусть функция { (т) и функции (2) дважды не- 
прерывно дифференцируемы в окрестности точки тд, и в этой 
точке ранг матрицы Якоби системы функций (2) равен т. То- 
гда, если точка (то, о) является стационарной для функции 
Лагранжа и в этой точке квадратичная форма а?Г, прини- 
мает положительные (отрицательные) значения на любом не- 
нулевом векторе ат = (4т1,...,4тп), удовлетворяющем усло- 
виям (3), то то — точка строгого минимума (максимума) функ- 
ции {(т) при условият (1). 

Доказательство. При доказательстве теоремы 1 было уста- 
новлено, что то является точкой минимума (максимума) функции 
1 (т) при условиях (1) тогда и только тогда, когда точка & явля- 
ется точкой локального минимума (максимума) функции 9(#) = 
= ](т(+)), причем, если точка (х0, Ад) — это стационарная точка. 
функции Лагранжа, то в точке $ справедливо равенство 429 = 2. 


Из него следует, что если квадратичная форма 42 Г, принимает по- 
ложительные (отрицательные) значения на любом ненулевом век- 


торе 4т, удовлетворяющем условиям (3), то квадратичная форма 


429 будет положительно (отрицательно) определенной. Как из- 
вестно, в этом случае точка ® является точкой строгого минимума 
(максимума) функции 9(#). Теорема 2 доказана. 


Пример. Исследуем на экстремум функцию {(х, у) = 1- 4х - 8у 
при условии 2? — 89? = 8. 
ункция Лагранжа имеет вид 


Г(т,у, А) = Из,у)- А(=? за 8у? _8). 
Найдем ее стационарные точки, т.е. решим систему уравнений 
—4 — 2Ах = 0, 
—8 + 16Лу = 0, 
12 — 8у2 = 8. 
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1 
Из нее получаем: Ах = -—-2, Лу = 5, 8А? = 2. Следовательно, 
система имеет два решения: 
А! = 0,5, 1=-4, иШ=Е 
А2 = —0, 5, #2 = 4, 2 = —1. 


Чтобы воспользоваться теоремой 2, рассмотрим второй дифферен- 
циал функции Лагранжа: 


421, = —-2^(а2)? + 16ау)?, 
при условии, что 4х и 4у удовлетворяют равенству 
2: ат — 1буду =0. 
В точке (71,91): 4х = —24у, А = 0,5, 
41, = —(4=)? + 8(ау)? = 4(ау)?. 
Эта квадратичная форма является положительно определенной. Следо- 
вательно, точка (—4;1) — точка условного минимума функции /. 
В точке (12,2): 4х = —2ау, А = -0,5, 
ФТ = (а)? — 8(ау)* = —4(ау)?. 


Эта квадратичная форма отрицательно определенная. Следовательно, 
точка (4; —1) — точка условного максимума функции {. 


Глава 11 
КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


$1. Определение и критерии 
существования кратного интеграла Римана 


1.1. Разбиения измеримого множества. Пусть С — непустое 
измеримое по Жордану множество точек пространства Е”. 


Определение 1. Любое конечное множество {С1,..., См} 
непустых измеримых подмножеств множества С’, которые попарно 
не пересекаются и объединение которых равно С} ‚ называется раз- 
биением множества С и обозначается т(С). 

Если из контекста ясно, о разбиениях какого множества гово- 
рится, то вместо т(С’) будем писать просто т. А чтобы различать 
разбиения, будем использовать верхние и нижние индексы. На- 
пример, будем говорить о последовательности разбиений 


тк = тк(@), КЕМ, 


множества (1. 


Пример 1. Пусть С, — измеримое подмножество множества С, а 
С. = С\С\. Тогда если (1 & Фи С) 7 ©, то множества С и С 
образуют разбиение множества С'. 

Согласно определению, разбиение множества (' может состоять только 
из одного множества (С; = С. 


Пример 2. Рассмотрим один практически важный способ получе- 
ния разбиений заданного измеримого множества С. Для простоты рас- 
смотрим двумерный случай. 

Так как множество С' ограничено, то существует клетка Д = (а; ых 
х (с; 4] такая, что С С А. Промежуток (а;6] точками 





—@. : 
т =а-+ $ 1=0,1... п, 


разобьем на п  непересекающихся промежутков  (1;—1;1/ 
з=Ъ..., п. Аналогично, промежуток (с; 4] точками 





У; = с+ 1 1=0,1,...т, 
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разобьем на т  непересекающихся промежутков  (у;-1;9;], 
1=1,... 3. Тогда множество всех клеток вида 


Да; = (тез х (У;-1:9)] 


является разбиением клетки А, а множество всех непустых пересечений 
СпА,; является разбиением множества С. 

Определение 2. Пусть т и т’ — некоторые разбиения мно- 
жества С. Разбиение т’ называется продолжением разбиения т, 
если любое множество разбиения т’ содержится в некотором мно- 
жестве разбиения т или, что то же самое, каждое множество из т 
есть объединение некоторых множеств из т’. 

Пусть задано некоторое разбиение множества С: 


т = {С1,...@м}. 
Выберем какое-то множество С’; Е т и разобьем его на два непу- 
стых измеримых множества С, и С, . В результате получим новое 
разбиение множества С: {С1, ..@ ’,....@м}. Очевидно, оно 
является продолжением данного разбиения т. Про него будем го- 
ворить, что оно получается из т однократным делением. 

Легко видеть, что разбиение т’ является продолжением разби- 
ения Т тогда и только тогда, когда т’ получается из т при помощи 
конечного числа однократных делений. Отсюда следует, что если 
т' — продолжение разбиения т, а т” — продолжение разбиения 
т’, то т" — продолжение разбиения т, т.е. имеет место свойство 
транзитивности. 

Отметим еще одно важное свойство разбиений. 


Лемма. Для любых двут разбиений заданного множества 
С существует третье разбиение, которое является продол- 
жением каждого из них. 

Действительно, если т’ = {С\,....@,},т”={61,..., бу} — 
разбиения множества С’, то множество всевозможных непустых 
пересечений С}; П С’; является разбиением множества С, являю- 


щимся продолжением как для т’, так и для т”. 


1.2. Интегральные суммы и интеграл Римана. Пусть на изме- 


римом множестве С! С В" задана функция /(т), х= (71, ..., п). 
Определение 1. Для любого разбиения т = {С1,....См} 
множества С’ сумма 
м 
У. Ката», 
11 


где &] — произвольно выбранная точка множества С'’;, называется 
интегральной суммой Римана функции ] и обозначается о(];т) 


или о (т; @), гле & = (&1,..-ЕМ). 
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Пусть 
8(;т) = шРо(р;т;&), 5(1;т) = $иро(4;7;8). 


Очевидно, если функция / ограничена, то 


м 
8(1;т) = У`тутб, (1) 

9=1 

М 
5(1;т) = У `Мутб; (2) 

9=1 

где 

т; то М; = и (3) 


Чтобы это утверждение было справедливо в общем случае, бу- 
дем считать, что 


00. т@; = оо, если т; > 0; 

оо. тС’; = 0, если тС’; = 0. 
Определение 2. Для любого разбиения т множества С' сум- 
мы 3(};т) и 5({;т), определенные по формулам (1) и (2), называ- 


ются интегральными суммами Дарбу функции } (соотв., нижней 
и верхней). 


Лемма. Интегральные суммы любой функции |, определен- 
ной на измеримом множестве С, обладают следующими свойст- 
вами: 


1°. для любого разбиения т множества С 
8(Д;т) < в(1;т;&) < 5({;т); 
2°. если разбиение т' является продолжением разбиения т, то 
8(Л;т') > (;т), 5(;т’) < 5([;т); 
3°. для любых двут разбиений т'’ ит" множества С 
з(;т') < 5(1;т"). 


Доказательство. Первое свойство следует из того, что для 
любого измеримого множества С’; С С справедливы неравенства: 


тут; < (та; < Мта; ЧЯЕС, 


где т; и М; определены по формулам (3). 
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Для доказательства второго свойства достаточно рассмотреть 
лишь случай, когда 7’ получается из т однократным делением. 
Пусть т’ получается из т делением множества С’; Е т на два 


измеримых непустых подмножества С! и С2, и пусть 
у зи С, 


тя = Е 1х), К=1,2. 
тЕС* 


Тогда ти 2 т), и поэтому 
тута; = тут + тутС? < т; та + т; т С. 


Отсюда следует, что 3({;т) < з3({;т'), так как эти суммы отли- 
чаются лишь рассмотренными слагаемыми. Аналогично, если 


М} = зар /(т), К=12, то 
тЕС* 


М<М, Мутб; > Мутб} + М7тС?, 
и поэтому 5({;т) > 5({;т’). - 


Третье свойство следует из леммы, доказанной в пункте 1.1, и 
из уже доказанных свойств интегральных сумм. Действительно, 
пе разбиение т является продолжением как для т’, так и для 


Тогда 
з({;т’) < з(Ёут) < 5(Д;т) < 5(1;т'). 
Лемма доказана. о 
Определение 3. Точные грани вирз(/;т) и шЕ5(У;т), где 


зир и шЁ берутся по всем разбиениям. т множества С, называ- 
ются интегралами Дарбу от функции } по множеству С (со- 
отв., нижним и верхним) и обозначаются .1() и (У). 

Из свойства 3 интегральных сумм следует, что для любой функ- 
ции [, определенной на измеримом по Жордану множестве С, 
справедливо неравенство ./(}) < (Х. 

Определение 4. Если интегралы Дарбу от функции { по 
множеству С конечны и равны между собой, то функция } на- 
зывается интегрируемой по Риману на множестве С, а общее 
значение интегралов Дарбу называется интегралом Римана от 
функции } по множеству С и обозначается 


[ гав или [о 


Из этого определения следует, что если функция { интегриру- 
ема на множестве С’, то 


(рт) < ] Гав < 5(1;т) Ув). 


4 Зак. 193 
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Пример 1. Любая кусочно-постоянная функция, определенная на 
измеримом множестве, интегрируема на этом множестве. 

Действительно, пусть функция {, определенная на измеримом 
множестве С’ С В", является кусочно-постоянной, т.е. существует 
разбиение т = {С1,...,@м} множества С' такое, что 


(т) = с; Уте С», 1=12,..., М, 
где с; — некоторые константы. Тогда 


М. 
8(};т) = 5(У;т) = У ‘ста; 
93=1 
Следовательно, функция { интегрируема и 


М 
[лав = У`стб;. 
9=1 


Пример 2. Пусть С — измеримое множество, у С Си ту = 
= 0. Тогда, если {(х) = 0 на С\/, а на 7 функция { принимает произ- 


вольные значения, то она на С интегрируема и | ГаС =0. 
Действительно, если т = {7,С\7}, то 3(};т) = 5(Ёфт) = 0. 
Следовательно, функция ] интегрируема на Си | ;аС =0. 


Заметим, что здесь функция } на ^/ может быть и неограни- 
ченной. 


Пример 3. Рассмотрим функцию Дирихле на отрезке А = 
= [0; 1]. Напомним, что она определяется следующим образом: {(х) = 0, 
если г иррациональное, и {(т) = 1, если х рациональное, 

Пустьт = {91,..., 91} — некоторое разбиение отрезка Д. Легко 
доказать, что 779; > 0 тогда и только тогда, когда множество 9; 
имеет хотя бы одну внутреннюю точку, а тогда 9; имеет как ра- 
циональные, так и иррациональные точки. Отсюда следует, что 
8(1;т) =0, 5(рт) =1 для любого разбиения отрезка А, и по- 
этому функция Дирихле на отрезке А является неинтегрируемой 
по Риману. 


1.3. Критерий интегрируемости. Для функций многих перемен- 
ных, как и в одномерном случае, доказывается следующий крите- 
рий интегрируемости по Риману. 

Теорема. Для того чтобы функция [, определенная на из- 


меримом по Жордану множестве С, быма интегрируема по Ри- 
ману на Ц, необтодимо и достаточно, чтобы выполнялось усло- 


ге УЕ>О Эт:(@): 5(ЁК;те)- з(ЁДте) < Е. (1) 
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Доказательство. Пусть функция } интегрируема на мно- 
жестве С, т.е. интегралы Дарбу от { по С' конечны и равны: 


ХР = Л. (2) 


Из определений точных граней следует, что для любого Е > 0 
существуют разбиения т, и т,’ множества С’ такие, что 


— Е Е 
5(р;т) < ХР+5, эт) > -. 
Поэтому, если выполнено условие (2), то 
5(;те) — 8(;те) <=. 


Через т: обозначим некоторое разбиение множества С’, которое 


является продолжением как для т,, так и для т... Тогда 


` 5 (Туте) — з(Дуте) < 5(1;1:) — 8(1;т.) < =. 


Необходимость условия (1) для интегрируемости функции {] на 
множестве (7 доказана. Докажем достаточность. 
Из условия (1) и неравенств 


(Ту те) < Л < т) < 5(1;те) 
следует, что 
УЕ>О 0< Л - Л <, 


а это означает, что выполняется равенство (2), т.е. функция } 
интегрируема на С. Теорема доказана. 


Следствие. Для того чтобы функция }, определенная на 
измеримом по Жордану множестве С, была интегрируема по 
Риману на С, необтодимо и достаточно, чтобы существовала 
последовательность разбиений {тк} множества С такая, что 


Ша (5(дзто - у) =0. 6) 
В этом случае 
„д в(ут) = да (ть) = | 196. (4) 


Доказательство. Из условия (3) очевидным образом сле- 
дует условие (1). Если же выполнено условие (1), то, полагая 


а. КЕ №, получим условие (3). Докажем теперь, что из: 


условия (3) следуют равенства (4). 
4* 
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Так как 
это < [146 < 5зть) УЬ, 


то 


| Гас; — (ть) < 8(:ть) — ть), 


9(:ть) - . 146 < 8(Д;ть) — (ть). 


Поэтому если выполнено условие (3), то справедливы и равенства 
(4). Следствие доказано. 

При исследовании функций во многих случаях удобно пользо- 
ваться понятием колебания функции на множестве. 


Определение. Пусть задана функция } и множество 9 С О. 


Тогда разность 
Зи ШЕ 
а =) - т с Г(т) 


называется колебанием функции ] на множестве 9 и обознача- 


ется и($;9). 
Используя введенное понятие, условие (1) можно записать сле- 
дующим образом: 


М 
УЕ>О Зт= {С1,...@м}: У`и( бут; <. 


= 
Аналогично, условие (3) принимает_вид: существует последова- 
тельность разбиений тк = {С®, оне: КЕ №, множества С 
такая, что 


М 
: С®)тб® = 
Шо. хе 


1.4. Ограниченность интегрируемой функции. Примеры пока- 
зывают, что некоторые неограниченные функции могут быть инте- 
грируемы в смысле данного выше определения. Покажем, что лю- 
бая интегрируемая по Риману функция будет ограниченной, если 
пренебречь ее значениями на некотором множестве меры нуль. 


Теорема 1. Если функция } интегрируема на множестве 
С, то существует множество 77 С С меры нуль такое, что 
функция } на множестве С\лу ограничена. 
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Доказательство. Предположим противное, т.е. не суще- 
ствует множества меры нуль, вне которого функция ] ограничена. 
Тогда любое разбиение т множества С содержит множество (С; та- 
кое, что тС'; > 0иц($};С;) = +сю. Отсюда следует, что функция 
} не будет интегрируемой на С’. Следовательно, наше предположе- 
ние неверное. Теорема 1 доказана. 

Заметим, что в теореме 1 множество 77, в частности, может 
быть пустым. Следовательно, если функция интегрируема на мно- 
жестве С, то она либо ограничена на С, либо ограничена на мно- 
жестве С'\7, где у С Ситу = 0. 

Теорема 2. Если функция } интегрируема на множестве 
С, то она интегрируема на любом множестве С* = С\7, где 
ус С иту = 0, причем 


лав = ] ав". (1) 


Доказательство. Любое разбиение т множества С’поро- 
ждает соответствующие разбиения т* и т’ множеств С* и 7, при- 


чем 

8(;т) < з(фут") + з(Д;т') = з(ф;т"), (2) 

5(;т) > 5(ф;т") + 5(Ёт)) = 5(; т"). (3) 
Через {* обозначим сужение функции ] на множество С”. Тогда 
из неравенств (2) и (3) следует, что 

8(;т) < (}*) < Л) < 5(Д;т) Ут. 


Поэтому если ] интегрируема на С", то }* интегрируема на С* и 
справедливо равенство (1). Теорема 2 доказана. 


Теорема 3. Если функция {(т), ТЕ С, интегрируема на 
множестве С* = С\лу, гделу С С и ту = 0, то она интегриру- 
ема на С и справедливо равенство (1). 


Доказательство. Пусть т* — произвольное разбиение мно- 
жества С*. Через т обозначим разбиение множества С’, которое 
получается присоединением к т* множества ‘у. Тогда 


в(1;т*) = з(/;т) < Г), 5(Ёфт“) = 5(;т) > ИТ. 


Отсюда следует, что 
8({;т*) < ДР< ЛИЛ <5(];т*) Ут". 


Поэтому если ] интегрируема на С*, то она интегрируема на С и 
справедливо равенство , Теорема 3 доказана. 

Таким образом, с одной стороны, любая интегрируемая функ- 
ция становится ограниченной, если изменить ее на множестве 
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меры нуль. С другой стороны, значения функции на множестве 
меры нуль не влияют ни на ее интегрируемость, ни на значе- 
ние интеграла. Следовательно, при интегрировании значениями 
функции на множестве меры нуль можно пренебречь. Поэтому, не 
теряя общности, в дальнейшем при изучении интегралов Римана 
будем рассматривать только ограниченные функции. 


1.5. Интегрируемоеть по Риману и последовательности разби- 
ений, мелкость которых стремится к нулю. Прежде всего дадим 
определение мелкости разбиения множества С С ВП. 


Определение 1. Для любого множества 9 С Е” точная верх- 
няя грань расстояний р(т,у), когда х Е ди \уЕ 9, называется 
диаметром множества 9 и обозначается Ча д. 


Таким образом, по определению, 41а 9 = зир р(т, 9). 
т,уЕ9 


Определение 2. Для любого разбиения т = {С\1,..., См} 
максимальный из диаметров множеств С1,..., См называется 
мелкостью (или диаметром) разбиения т и обозначается |т|. 


Таким образом, 
|т| = шах 4атС,, СуЕт. 
3 


В этом пункте будет доказано следующее замечательное утвер- 
ждение. 

Если ограниченная функция интегрируема, то для любой 
последовательности разбиений, мелкость которых стремится 
к нулю, соответствующие последовательности интегральных 
сумм (Римана, нижних, вертнит) слодятся к интегралу от этой 
функции. 

Сначала докажем одну лемму. 


Лемма. Если мера множества 77 С В" равна нулю, то для 
июбого Е > 0 существует открытое измеримое множество д 
такое, что 7 Сдитд < Е. 


Доказательство. Так как ту = 0, то для любого Е > 0 
существует клеточное множество 5 такое, что у С бит < Е/3”. 
Заметим, что множество 5 не является открытым. 

Пусть 5 — это объединение попарно не пересекающихся клеток 


А; = (&; 0] х.--х (а1;9]) 1=1...М, 
Положим ОЕ 
6 = ша(Ы -а)). 
$2 
Через 9 обозначим объединение открытых клеток 


48 = (@1 - 5; +6) х.--х (1-6: +5). 
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Это множество открытое и измеримое. Кроме того, 7 Сди 


м м 
тд < У`тду < 3"У`тд; = 3"т5 < Е. 
9=1 9=1 


Лемма доказана. 

Теорема. Если ограниченная функция } интегрируема на 
множестве С, то для любой последовательности разбиений 
ть множества С таких, что |тк| > 0 при К -+ со, справедливы 
равенства 


Ча э(ть) = Ши 9/уть) = [ Гав. (1) 


Доказательство. Из критерия интегрируемости следует, 
что это утверждение будет доказано, если мы докажем, что 


ща (5(Ауть) = «ть =0 С 
К->со 
Следовательно, нужно доказать, что если } интегрируема на С, 
— а к у = 
тк = {Ст,...@,} и Па [ты = 0, (3) 
то сумма 
М 
У = 6тб# (4) 
1=1 


стремится к нулю при К -+ оо. 
Выберем некоторое = > 0. Так как функция } интегрируема на 


С, то существует разбиение т = {С\1,...,См} множества С такое, 
что 
М 
У‘; СутбС; < Е. 
= 


Через 1 обозначим объединение границ всех множеств С’; Е т. Из 
доказанной выше леммы следует, что существует открытое изме- 
римое множество д такое, что у Сдитд < Е. 

Ограниченные замкнутые множества // и д9 не пересекаются, 
поэтому расстояние между ними больше нуля. Пусть д = р(7; 09), 
а Оз(7) — 6-окрестность множества 77. Тогда Оз(7) С 9. 

Из условия (3) следует: 


д 
ЭК;: УК> Ку |тк|< 2. 
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Поэтому, если множество СК, у которого К > К5, пересекается 
с Оё/2(7), то С* < 05(7), а если оно не пересекается, то лежит 


в некотором С’;. Следовательно, для любого К > Ку сумма (4) 
естественным образом распадается на две суммы: сумму по всем 


СЁС 0%5(7) и сумму остальных слагаемых (в них каждое С* ле- 
жит в некотором С';). Первую сумму обозначим > \,, а вторую — 
. Тогда 


>. е У. -- Ух. (5) 


Через ||/|| обозначим зир|/(т)| на множестве С’. Тогда, оче- 
видно, 


У <2ИЛрт9 < ИЛ УК> Ко. (6) 


Для оценки второй суммы заметим, что ее можно представить 
следующим образом: 


= > У атс, 


7=1 ‘сса; 


где внутренняя сумма берется по всем С с С › причем, если та- 
ких С нет, то она полагается равной нулю. А так как 4({;С*) < 
< (1; 6)) для С} С @;, то 


У` «(атс кв) У тб < бут@ь 
СЁСС; СЁСа, 
и поэтому 
и и 
р. <У‘и(рбута; <= УЕ. (7) 
= 
Таким образом доказано (см. (5), (6), (7)), что 
УЕ>0 3К:: УК> К: > < ЕЛ + 1), 
к 


т.е. выполняется условие (2). Теорема доказана. 
Эту теорему и критерий интегрируемости из п.1.3 можно объ- 
единить в следующее утверждение. 
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Для того чтобы функция }, определенная на измеримом по 
Жордану множестве С, была интегрируема по Риману на С, 


необходимо и достаточно, чтобы для некоторой последова- 
тельности разбиений {ть} множества С выполнялось условие 


вт (Э(Дзлд — «дит =0. 8 


Тогда, если функция { ограничена на множестве С, условие 
(8) выполняется для любой последовательности, у которой 


Виа [7тх| = 0. (9) 
К—>со 


Причем для любой такой последовательности 


Ца вл) = ] Гас, (10) 
Шав 5(зть) = |, Гав, (11) 
Чи о(ть& = ] Гав. (12) 


Последнее равенство справедливо при любом выборе точек &7 в 
интегральных суммах Римана. 

Так как равенства (8), (10), (11), (12) выполняются для любой 
последовательности разбиений, удовлетворяющей условию (9), то 
пишут 


ша, (т) — (5) =0 


т 5 (т) = | ав, 


‘Цш (ут) = ] Гав, 
шоб = ] Гав. 


Заметим, что определение интеграла по промежутку, данное в 
главе 7, формально отличается от определения этого параграфа: там 
разбиения состояли только из промежутков, а здесь — из произ- 
вольных измеримых подмножеств рассматриваемого промежутка. 
Однако, как следует из последнего утверждения, для ограничен- 
ных функций эти два ролелЕНЫЯ интеграла по промежутку рав- 
носильны. 
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$2. Свойства интегрируемых 
функций и кратных интегралов 


2.1. Свойства интегрируемых функций. В предыдущем пара- 
графе было показано, что при исследовании интегрируемости по 
Риману функции } большую роль играет разность сумм Дарбу 
5({;т) и з({; т). Для краткости введем обозначение: 


П(};т) = 5(ф;т) - з(ф;т). 


Таким образом, если т = {С1,....@м}, то 


М 
Я( Дт) = У `и( р; бутб,. 
91=1 


Там же было показано, что в теории интеграла Римана особую 
роль играют последовательности разбиений, мелкость которых 
стремится к нулю. Такие последовательности разбиений будем 
называть римановыми. 

Как уже отмечалось, будем рассматривать только ограничен- 
ные функции. При этом предположении докажем свойства инте- 
грируемых функций многих переменных, аналогичные тем, кото- 
рые были установлены в главе 7 для функций одного переменного. 


Теорема 1. Если функция } интегрируема на множест- 
ве С, то она интегрируема на любом измеримом множестве 


ССС. 


Доказательство. Пусть {т›} — некоторая риманова после- 
довательность разбиений множества С", а {т} } — риманова после- 
довательность разбиений множества @” = С\С'. Тогда, очевидно, 


(7; ть) < Ч(Т; ть) + Ч(Д;ть) = Я(Ёть), (1) 


где тк = т, Чт — разбиение множества С. 
Из интегрируемости функции ][ на С следует, что ®(}; тк) 0 
при К -> со. Отсюда и из неравенства (1) получаем: 


Ша О (Ёуть) =0. 
Кс 


Таким образом, функция } на множестве С” удовлетворяет усло- 
вию критерия интегрируемости (см. п.1.3), и поэтому ] интегри- 


руема на С". Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Если функция { интегрируема на множестват 
С' и С", то она интегрируема и на множестве С = С’ С". 
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Доказательство. Пусть сначала множества С" и С" не пере- 
секаются. Через {т,} и {т} обозначим римановы последователь- 


ности разбиений множеств С’ и С". Тогда ть = т; Чт} является 
разбиением множества С, причем 


п(Ёуть) = 9 (1; 4) + Ч (Р; №). 


Так как функция } интегрируема на С" и С”, то правая часть этого 
равенства стремится к ‚нулю при К -+ со. Следовательно, 


т @(Х;ть) = 0, 
К>со 


что и доказывает интегрируемость функции ] на множестве С. 
Пусть теперь С’ и С" пересекаются. Тогда С' = С" (С"\С"'), 
причем множества С’ и С"\С' не пересекаются. По теореме 1 
функция } интегрируема на С"\С", а по доказанному выше она 
будет интегрируемой на С" Ц (С"\С"). Теорема 2 доказана. 
Как и при доказательстве теоремы в п.1.5, для любой функции 
Г(т), т Е С, через ||/|| обозначим зир |{(7)| на множестве С, т.е. 


положим 
ПУ = зар [(2)]. 
ЕС 


Эта величина называется нормой функции ]. Отметим, что для 
любой ограниченной функции она является некоторым числом. 


Лемма. Если функции } и д определены и ограничены на 
множестве С, то для любого непустого множества С" С С 
справедливы неравенства: 


и (11|; С") < «(1; 6, (2) 
«(+ 9; С") < и(}: 6") +4 (9; (''), (3) 
и (19; 6") < 194 ( р; 6") + (9; ©"), (4) 


где, например, и(}; С") — колебание функции } на множестве С'. 
Если, кроме того, функция 1/9 определена и ограничена на 


3 8 


«(9;С'). (5) 
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Действительно, для любых т и у из С" справедливы неравен- 


(а) — АСУ) < |1 (2) — Ку) < «(Ф; 6), 


|((2) = 9(2)) — ((у) + 9(ч))| < : 
< (2) — Ку + |9(2) — 9()| < «(Х; 6") + в (9; С'), 


|1 (2)9 (2) — Л(у)9(у)| < |9(=)| - [1 (=) — Ки)|+ 
+1 (|. 19(2) — 9(у)| < 9; 6") + ПЛ (9; С"), 


2 


т - (9; С'). 


а. я — 19) — 9(=)] «|1 
9(2) 9(у)| 19(=)|- |9(У)| `` |9 


Из них, как легко видеть, и следуют неравенства (2)-(5). 


Теорема 3. Если функции } и д интегрируемы на множе- 
стве С, то и функции |]|, |9|, Г 9, 19 интегрируемы на (Ц. 
Если, кроме того, функция 1/9 определена и ограничена на С, 
то она тоже интегрируема на С. 


Доказательство. Пусть {тк} — некоторая риманова после- 
довательность разбиений множества (С. Тогда, в силу доказанной 
выше леммы, (|{|; тк) < П(};1ь). А так как функция } интегри- 
руема на С, то правая часть этого неравенства стремится к нулю 
при К -+ со. Следовательно, 


Шт Я (У; ть) = 0, 
Е—>со 


что и доказывает интегрируемость функции |]|. 
Аналогично доказываются и другиё утверждения теоремы. На- 


пример, 
1 1 
о (д) < 
9 93 


при А — со. Следовательно, функция 1/9 интегрируема на множе- 
стве С. Теорема 3 доказана. 


Теорема 4. Пусть С С@ч т тС+ = тС'. Тогда, если 
со 

















2 
1(9;т%) 0 








функция [ ограничена на множестве С и интегрируема на лю- 
бом множестве Сь, то она интегрируема на множестве (0. 


Доказательство. Пусть т, — разбиение множества Ск, для 


1 
которого ®(]; ту) < р. Для любого натурального А такое разбиение 


т, множества С; существует, так какфункция } интегрируемана Су. 


-* 


Ыд т — —_ 
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Через ть обозначим разбиение множества С’, состоящее из мно- 
жества С\Сь и всех множеств из ту. Тогда 


. 1 
9 (д; ть) = Путь; б\бь)ти\бь) < +в бь) 0 
при К -> со, и поэтому функция { интегрируема на С. Теорема 4 


доказана. 


Теорема 5. Если последовательность интегрируемых функ- 
ций (т), тЕ С, стодится при К -+ со равномерно на множе- 
стве С, то предельная функция }(т) интегрируема на С. 


Доказательство. Для любого разбиения т = {С1,....См} 
множества С и любых точек &, 17’ Е С; имеем: 


о(ф;т;&) — в({;т;п) = в({- Л;т;&)+ 
+ (Ть;т;&) — (фут; п) + о(фь - Л;т;п) < 
< 2 — тс + Я (Ду; т). 


Поэтому 


@({;т) < 2 - тб + бОь;т) Ут. 
Так как ]к интегрируема на С’, то существует разбиение ть 
множества С’ такое, что (ут) < х. Для последовательности 


{тк} таких разбиений имеем: 


1 
о(рут) < - тат -0 


при К -} со, так как, в силу равномерной сходимости }; к } на С, 
Ни | — Хе =0. 
К оо 


Следовательно, функция } на множестве С' удовлетворяет условию 
интегрируемости. Теорема 5 доказана. 


2.2. Теоремы об интегрируемости непрерывных функций. Для 
функций многих переменных имеется такая же связь между ин- 
тегрируемостью и непрерывностью, как и для функций одного пе- 
ременного. 


Теорема 1. Если функция } определена и непрерывна на из- 
меримом замкнутом множестве С, то она интегрируема на С. 

Доказательство. Пусть %;(6) — модуль непрерывности 
функции [, т.е. 


16) = змр |1 (т) - Ду} 


р(х,у)<6 
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где зир берется по всевозможным парам точек из С, расстояние 
между которыми не превосходит д. Так как функция } непрерывна 
на ограниченном замкнутом множестве (1, то она равномерно не- 
прерывна на С, и поэтому 


аш 21 (6) = 0. (1) 


Очевидно, если т — некоторое разбиение множества (', то 
«(Г С) <") УС, ЕТ. 


Умножив это неравенство на тС'; и просуммировав по всем С'; Е т, 
получим неравенство 


®(7;т) < (тс, 


из которого, в силу условия (1), следует, что / интегрируема 
на С. Теорема 1 доказана. 

Отметим, что приведенное доказательство почти дословно по- 
вторяет доказательство теоремы об интегрируемости функции, не- 
прерывной на отрезке (см. $ 2 главы 7). 


Теорема 2. Пусть функция } определена на измеримом мно- 
жестве С С В". Тогда если } ограничена на С и непрерывна 
всюду, кроме, может быть, точек множества меры нуль, то 
{ чнтегрируема на С. 


Доказательство. Пусть у — объединение множества то- 
чек разрыва функции ] и граничных точек множества С. Через 
9к обозначим открытые измеримые множества, удовлетворяющие 
условиям: 7 С дк и тд - 0 при К -$ со. 

Пусть теперь Ск = С\9к. Очевидно, множества С» измеримы 
и замкнуты. По условию функция ] непрерывна на С», и поэтому, 
согласно теореме 1, она интегрируема на любом Ск. А так как } 
ограничена на С и т(С/Сь) + 0 при К -> сю, то по теореме 4 из 
пункта 2.1 функция / интегрируема на С. Теорема 2 доказана. 


пот 
Пример. Функция {(т,у) = эт —‹ эт - на открытом квадрате 
т у 


А = (0;1)х (0;1) непрерывна и ограничена. В силу теоремы 2, она 
интегрируема на А. 


. п т 
Аналогично, функция {(т,у) = з6п зш — ‘550 зш1 — тоже интегриру- 
т у 


ема на А, так как она ограничена на А и непрерывна всюду, кроме точек 
множества на прямых 5 = 1/киу = 1/К, где КЕ М, а это множество 
имеет меру нуль. 


2.3. Свойства кратных интегралов. Как и ранее, будем рассма- 
тривать только ограниченные функции, определенные на измери- 
мых по Жордану множествах. Более того, будем предполагать, что 
все рассматриваемые функции интегрируемы по Риману. 
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Сформулируем сначала четыре основных свойства кратных ин- 
тегралов. 


1. Если множество С С В" измеримо, то 


] аб = тб. | (1) 


2. Если функции } и д интегрируемы на множестве С, то 
для любых действительных чисел © и В справедливо равенство 


ал + ввдав = а [| 1авч+в |[эаб. (2) 


Это свойство называется свойством линейности интеграла. 
3. Если функции } и д интегрируемы на множестве С и 


Г(т) < 9(т) УзЕС, (3) 


[ад < [ова. а 


Это свойство называется свойством монотонности интеграла. 


4. Если функция } интегрируема на множестве С, множе- 
ство С" С С измеримо и С" = С\(", то 


| [ лав = || гав'+ | таб". (5) 


Это свойство называется аддитивностью интеграла по мно- 
жествам интегрирования. 

Первое свойство очевидное. Свойство линейности следует из 
того, что этим свойством обладают интегральные суммы Римана. 
Действительно, для любого разбиения т множества С и любого 
выбора точек & 


в(а] + Ву; т; &) = ао({;т;&) + Ва(9;т; 8). 
Отсюда в пределе при |т| -} 0 (по любой римановой последователь- 


ности разбиений {т%}) получаем равенство (2). 
Третье свойство следует из того, что если выполнено условие 


(3), то 
(Т;т;&) < в(9;т;8) Ут 
при любом выборе точек &. 
Докажем формулу (5). Пусть {1+} и {7+} — римановы после- 
довательности разбиений множеств С’ и С". Тогда ть = т; Цт — 


‚ разбиение множества С’, причем 


(1; ть; ) = (ут; &) + о(Ё;ть; 8). 


Отсюда в пределе при К -+ со получаем равенство (5). 
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Как следствия из доказанных основных свойств получаются и 
все другие свойства кратных интегралов. Сформулируем и дока- 
жем наиболее важные из них. 


5. Если функция { интегрируема на множестве С, то 


[Глав < | 


Действительно, так как функция |/| интегрируема на С и 


—15(2)| < 1(=) < |1(2)| УтЕС, 


то, в силу свойства 3, 


- Плав < [пав < [лаб 


что равносильно неравенству (6). 
6. Если функция } интегрируема на множестве @ и 


< /(2) <М УзЕС, (7) 





аб. (6) 


т. тб < [|146 < М-тс. (8) 


Неравенства (8) получаются из неравенств (7) последователь- 
ным применением свойств Зи 1. 


7. Если функция { непрерывна на измеримом замкнутом связ- 
ном множестве а, то 


ЗЕЕС: [лав = Цетв. (9) 
Это утверждение называется теоремой о среднем для ‘инте- 


гралов. 
В случае тС' = 0 равенство (9) очевидное. Пусть тС > 0, 


= шЁ]/ (5), М = зар [(т). 
Тогда т < {(т) < М, и поэтому 


па |146 <м 
та 


А так как } принимает все значения из отрезка [т; М], то 


ЗёеЕС: /(&)= 2 | 146, 


что и доказывает утверждение (9). 





—— мы ——к—дк5к5к5к——дк——_——— 
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8. Если функция } непрерывна, а функция д неотрицательна 
и интегрируема на замкнутом связном множестве С, то 


36еб: |146 = Л [ч4в. 


Это утверждение тоже называется теоремой о среднем и до- 
казывается точно так же, как и предыдущее утверждение. 


9. Пусть измеримые множества а и Су, К=1,2,..., такие, 
что 


вп иКС\Сь) = Ша та, \б) = 0. 
Ес Кс 


Тогда, если функция [ определена и интегрируема на любом из 
этих множеств, то 


Ш | лабь = /| ав. (10) 


Действительно, так как 


[лав - ] таб» Е Г лче\вь - | лавка) 


и, следовательно, 


[тав - | лабь 


Отсюда в пределе при К - со получаем равенство (10). 


10. Если последовательность функций |+, интегрируемых 
на множестве С, стодится равномерно на С к функции }, то 
{ чнтегрируема на С и 


< Мт(С\ С) + [Лив \б). 








Шш [аб = | /аб. (11) 


Интегрируемость предельной функции } доказана в п.2.2. Ра- 
венство (11) следует из того, что 


[ кав- | гав 


при К — со. 








< Дл — Лаб < -Лта-+0 
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$3. Вычисление и преобразование кратных интегралов 


3.1. Сведение кратного интеграла к повторному. Сначала рас- 
смотрим интегралы от функций двух переменных по клетке. Как 
всегда, все интегрируемые функции будем считать ограниченными. 


Теорема 1. Если функция }(т,у) интегрируема на клетке 
А = А’х А" ц при каждом фиксированном т Е А' функция 
1(т,у) интегрируема по у на А", то функция 


942) = | Льда 
А“ 
интегрируема на А' и 


еведа== |] Ноудатаь, (1) 
А 


А’ 
Доказательство. Пусть 
1 ! / п и и 
т = {Ат, .. „Ам,} ит = {Ат, .. „Ами} 

— некоторые разбиения А’и ДА" соответственно. Через т обозна- 
чим множество всех множеств Д;; = Д; х Ду. Очевидно, что т — 
разбиение клетки А. Не ограничивая общности, можно считать, 
что все Д;, Ду, а следовательно, и Дуу, являются клетками. 

Рассмотрим интегральную сумму Римана для функции Ф(т) и 
разбиения т’: 


м! 
с(Ф;т';) => `$Ф()тдь (2) 
=1 
где & Е Д,. Здесь 
м" 
ве) = | Льда = >. | выд 
А" 7-1 
Поэтому если т; = Ш Ку), Му= зар Дт, у), то 
(ту)ЕАз (ту)ЕА:; 
м" м" 
У‘титду < $(&) < У` Муту. (3) 
1=1 1—1 


Далее, так как тА; . тА7 = ту, то из (2) и (3) получаем нера- 


венства; 
8(у;т) < о(Ф;т'; Е) < 5(];т), 
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справедливые при любом выборе точек &; Е Д;. Следовательно, 


8(Д;т) < (Ф;т') < 5(Ф;т') < 5($;т). (4) 


Пусть теперь {т;}, {ть } — некоторые последовательности раз- 
биений множеств А’ и Д", у которых |т%| — 0, [тк | -> 0 при 
К — со. Тогда, если {тк} — соответствующая последовательность 
разбиений множества А, то |тк| > 0 при К -+ со, так как 


ры < УР + РЕ. 


Подставим в (4) т и т; вместот и т' и перейдем к пределу при 
К — оо. В результате получим, что функция Ф(т) интегрируема 
на А'и о формула (1). Теорема 1 доказана. 

Формула (1) обычно записывается в следующем виде: 


1 пелумени = [4 | Код (5) 


А! А“ 
Правая часть этой формулы называется повторным интегралом, 
в котором интегрирование ведется сначала по уу, а затем по г. 


Аналогично доказывается и другая формула сведения крат- 
ного интеграла по А = А’х А" к повторному: 


|] {(з,у)атау = [аи [ еде (6) 

А" А’ 
Для справедливости этой формулы нужно потребовать, чтобы при 
каждом фиксированном у Е А” функция ](5,у) была интегри- 


руема по т на А’, те. чтобы при любом у Е Д” существовал 
внутренний интеграл в правой части формулы (6). 


Пример 1. Для функции } двух переменных х и у, определенной 
и непрерывной на прямоугольнике А = [а; ] х [с; 4], напишем формулы 
сведения кратного интеграла к повторным. 


Очевидно, функция } удовлетворяет всем условиям теоремы 1 
как по переменной х, так и по у, поэтому 


ъ а а ь 
/  далдаещ = ] 4 | Дау) ау = / а / Деу) а, 


что и требовалось написать. Иногда это требование для краткости 
выражают следующим образом: «расставить пределы интегриро- 
вания в кратном интеграле». 
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Заметим, что ни в формулировке теоремы 1, ни в ее доказа- 
тельстве нигде не говорится и не используется, что клетки А’ и 
Д” одномерные. Ничего не изменится, если считать, что Д’— 
т-мерная клетка, т < па А" — (п- т)-мерная клетка, и, соот- 


ветственно, х = (=, и мт Я 
Таким образом, теорема 1 и и для функций от п 
переменных. В этом случае формулу (1) удобно записывать так: 


[1 ое = [а из аз", (1) 


А’ А! ! 


где х’— набор каких-то т координат точки х = (11,...тп), 
т <п, ат” — набор оставшихся п — т координат. 


Пример 2. Расставим пределы интегрирования в интеграле 


еее 


где А = [а1;61] х [42; 62] х [а3; 63], и функция } определена и непрерывна 
на 


Очевидно, для А’ = [а1;61] и А" = [а2; 52] х [а3;63] выполнены 
все условия теоремы 1, поэтому по формуле (7) получаем: 


Л. и. (т, у, 2) ауаг = 


| даг [ ел, ат 
А’ 


А’ 


Здесь к двойному интегралу по Д” снова можно применить фор- 
мулу (1) (или формулу (7)), поэтому 


51 52 53 62 63 ы 
Г Газауае = | а | ву [ 1аг= || ду [а [14 
А а1 а2 аз а2 аз а1 


Очевидно, п-кратный интеграл п! способами можно свести к п 
однократным интегралам. 

Сформулируем и докажем формулу сведения кратного инте- 
грала к повторному для произвольного измеримого множества С 
точек (т, у). 
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Через С" обозначим множество всех х, удовлетворяющих усло- 
вию: существует у такое, что (т, у) Е С. Это множество называ- 
ется проекцией множества С на подпространство х-в. А через 
С(т) обозначим множество всех у таких, что (т, у) Е С. Тогда 


С = {(т,у): ЕС’, УЕС(т}}. 


Теорема 2. Пусть множество С измеримо и такое, что 
измеримы множества С" и С(т) при любомтЕ С'. Тогда, если 
функция }(т,у) интегрируема на С и при каждом фиксирован- 
ном т Е С' функция Г(т,у) интегрируема по у на С(т), то 
функция 


$(2) = ] Деу) 
С(т) 


интегрируема на С" и 


| Иоаеву= | 4 | Лед. 8 
с 


С' С(т) 


Доказательство. Через А обозначим некоторую клетку, со- 
держащую множество С’. Пусть А'и А” — проекции клетки Д на 
подпространства 5-в и у-в соответственно. Легко видеть, что функ- 
ция Р(т,у), равная {(т, у) на С и нулю вне С, на А = А'хД" 
удовлетворяет всем условиям теоремы 1, поэтому для нее спра- 
ведлива формула (5), из которой, очевидно, следует формула (8). 
Теорема 2 доказана. | 

Пример 3. Расставим пределы интегрирования в двойном инте- 
грале по множеству С, ограниченному параболой у = 212 и прямой 
ф+у=1 (рис. 11.1). 

Так как 


С = {(1;у): И - 


2’ 
то для функции }(т,у), удовлетворяющей условиям теоремы 2, 
справедлива формула 


212 <у<1-т}, 


1/2 1- 


] | Нелдаеау = у _. Деу) ау. 


Аналогично, так как 


а = {(5;у): 0<у<2, у <= <, 
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ед = для УЕ [ з и (у) =1-у для уЕ [2] зо 


2 (у) 
[лезоме- | а Их, у) ах = 
о У 
1/2 у/2 2 1-у 
= [ы ) Деда + [в ] }(х, у) ат. 
у 112  -уур 


Пример 4. Напишем формулы сведения кратного интеграла к по- 
вторному для множества С С КЗ, ограниченного конической поверхно- 
стью 12 + у2 = 22 и плоскостью = 1 (рис. 11.2). 





Рис. 11.1 Рис. 11.2 


Пусть функция /(т, у, 2) удовлетворяет всем необходимым усло- 
виям. Тогда 


_. Лоу) аеаув = || 4х ау | (т, у, 2) аг 
а С" 


12 +2 


где С" = {(2;у): 2+р<|. 
Аналогично, 


ре 2 )аедиа2 = || ауа; = Нт,у, = 
р 
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где 
р = {(у;2): 0<;5<1 -2<у<х 2}. 


Здесь С’ — проекция множества С на плоскость (5,9), а р — 
проекция на плоскость (у, 2). 

Пусть теперь К(2} — круг радиуса 2 с центром в начале коор- 
динат на плоскости (т,у). Тогда 


С = {(т,у,2): 2е[0;1, (5,у) Е К(2)} 


и, следовательно, 


1 
В 


К(2) 
Аналогично, 
1 
[лег атауа = [ав [ [| Иазьв) ду 
а -1  @(@) 
где С(5) — множество на плоскости (у,2), ограниченное гипер- 


болой 2? — у? = 12 и прямой 2 = 1. Отметим, что здесь [0;1] 


— проекция множества С на ось Ох, а [-1;1] — проекция на 
ось Ох. 


3.2. Замена переменных в кратном интеграле в случае, когда 
меняется одна переменная. В этом пункте будем рассматривать 
простые отображения (см. п.2.3 главы 10), т.е. отображения у = 
= Ф(т) из В” в В", задаваемые формулами 

Е. УЕ у а) 
уу = (т). 

Каждое такое отображение изменяет только одну координату. 
Например, отображение (1) изменяет только 7-ю координату. 

Будем предполагать, что функция ф(т) на рассматриваемом 


множестве непрерывна и имеет непрерывную производную по т;, 
причем 


де 
92: = 0. (2) 


Для таких отображений сначала докажем лемму о мере образа 
клетки А. 
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Лемма 1. Пусть Ф(А) — образ клетки А при отображе- 
нии (1), у которого функция ф(т) определена и непрерывно диф- 
ференцируема на замыкании клетки А. Тогда, если выполнено 
условие (2), то множество Ф(А) измеримо и 


тФ(А) = | 


А 


9%. 


г ах. (3) 








Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, 
что] = п. Тогда из условия (2) следует, что в А производная 


д 
= имеет один знак: либо > 0, либо < 0. 


Отв 


709,9 


ФО, а 





Рис. 11.3 Рис. 11.4 Рис. 11.5 


На рис. 11.3 изображена клетка Д, на рис. 11.4 изображено 


9. 
множество Ф(А) в случае = > 0, ана рис. 11.5 — в случае 


Эти 
д 
г < 0, причем ДА’М— проекция клетки А на подпространство 
точек 5’ = (71,....тТп—1). 
Множество Ф(А) измеримо, так как его граница состоит из ко- 
нечного числа графиков непрерывных функций. Вычислим тФ(Д). 


Если > > 0, то 


Отв 
ф(у' 5) 
тФ(А) = ] ду = | ] 4» = / (ив +) ау’. 
Ф(А) А’ ф(у' а) А! 


Здесь мы воспользовались формулой сведения кратного интеграла 
к повторному. В полученном интеграле у’ заменим на 5’. Тогда 


6 
тФ(Д) = ель = [ эе- 
А а п и п 
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д 
Если же Е < 0, то 


Отп 


ь 
9 = о 
тФ(А) = || 4 [(-5=.) 4ти = 5. 4х. 
А’ а А 


Следовательно, во всех случаях 


о - 
= 


ат. 
Эти, " 








Лемма 1 доказана. 


Лемма 2. Пусть простое отображение (1} в некоторой 
б-окрестности множества С непрерывно дифференцируемо, вза- 
имно однозначно и удовлетворяет условию (2). Тогда, если 
множество С измеримо, то множество Ф(С'’) тоже измеримо и 


тФ(С) = Пак феь (4) 
а 
где 4е4 Ф'(т) — якобиан отображения (1). 


Доказательство. Из леммы 1 следует, что наше утвержде- 
ние справедливо для любой клетки А, у которой А С Оз(С), так 
как для такой клетки выполнены все условия леммы |1 и якобиан 

фр 
‘простого отображения (1) равен г. Тогда оно справедливо для 
Ри 
3 
любого клеточного множества 5 такого, что 5 С Оз(С). Действи- 
тельно, если 5 — объединение попарно не пересекающихся клеток 


А!,....Ам, то $Ф(5) — объединение попарно не пересекаюцтихся 
множеств Ф(Д!),...,Ф(Ам), и поэтому 
м м 
тФ(5) = У`тФ(А = У [ела = 
=] =1А, $ 


где /(т) = 4её Ф'(х). 
Таким образом, формула (4) доказана для клеточных множеств. 
Предельным переходом докажем ее для множества (С. 
Из измеримости множества С следует: существуют клеточные 
множества 5к и 9х такие, что 3 С@ Соки 
Шо тзх = Шиа ть = та. 
К>о 


К—›со 
7 Зак. 193 
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Можно считать, что 5, С Оз(С) УК. Тогда 
$(5%к) с $(С) с $(5,) УЕ, 
тФ(5к) < тФ(С) < тФ(С) < тФ(5,). 


А так как 


тФ(з) = Ге — лечь 


Зк С 
тФ(5») = — ель 
5 с 


при К -+ со, то множество Ф(С') измеримо и справедлива фор- 
мула (4). Лемма 2 доказана. 

Заметим, что для клетки из условия (2) следует взаимная од- 
нозначность простого отображения (1). Однако для произвольного 
множества это утверждение является неверным, поэтому в лемме 
2 (как и в следующей теореме), кроме выполнения условия (2), 
требуется еще, чтобы отображение было взаимно однозначным. 


Теорема. Пусть в некоторой окрестности измеримого 
множества С простое отображение (1} непрерывно дифферен- 
цируемо, взаимно однозначно и удовлетворяет условию (2). То- 
гда, если функция }(у) интегрируема на множестве Ф(С), то 
функция }(Ф(т)) интегрируема на С и 


[ дч= ] (+) 4 (2) 45. (5) 
о 


$(<) 


Доказательство. Прежде всего заметим, что сложная функ- 
ция }(Ф(т)) интегрируема на С тогда и только тогда, когда ин- 
тегрируема функция ЕР(т) = {($(т))|Л(х)|, где Л(х) = 4её Ф'(т). 
Действительно, функция |/(т)| непрерывна на замыкании С огра- 
ниченного множества С, и поэтому, в силу условия (2), суще- 
ствуют положительные константы С1 и С2 такие, что С\ < |/(т)| < 
< С2 Утес. Поэтому докажем интегрируемость функции Р(т). 

Пусть т = {С1,...@м} — некоторое разбиение множества 
С. Из леммы 2 слепует, что множества Ф(С;), += 1,2,...,М, 
измеримы и 


тФ(С.) = [леч=. 
а: 
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Очевидно, множества Ф(С;) образуют разбиение множества Ф(С) 
Обозначим его через Т и рассмотрим соответствующие интеграль- 
ные суммы Римана для функций Р(т) и }(у): 


м 
(Е; т;Ё) = У ДТ тб, 
4=1 


м 
в(1;7;п) = > `(т)тФ (6, 
1=1 


где ЕС, т: = $(#). 
Через (6) обозначим модуль непрерывности функции |7| на 
компакте С. Тогда, очевидно, 


|<(Е;т;&} -в(р;т;п) < 


м > 
<У лета; - ] [7214 
1=1 с. 


Здесь ш(|т|) — 0 при |т| -+ 0, так как функция || непрерывна на 


компакте (. 
Пусть а(]т|) = |7 (7)тС. Тогда’из двойного неравенства 


в(1;т;п) — а(|1|) < а(Е;т;&) < а(ф;Т;п) + а", 
которое равносильно неравенству (6), следует, что 
з(1;7) - а(|т|) < о(Р;т;&) < 5({;т) +а(м]) 
для любого выбора & при заданном разбиении т, и поэтому 
8(1;7) — а(|т|) < з(Е;т) < 5(Е;т) < 5(Д;Т) + ат) (7) 


для любого разбиения т множества С. 

Легко видеть, что для мелкости разбиения Т справедлива оценка 
|7| < «з(|т|), где з(6) — модуль непрерывности отображении Ф 
на множестве С. А так как оно непрерывно (а следовательно, и 
равномерно непрерывно) на ограниченном замкнутом множестве 
С, то иъ(6) + 0 при 6 -» 0. Следовательно, если {тк} -- неко 
торая риманова последовательность разбиений множества С, ТО 
соответствующая последовательность {7%} разбиений множества 
Ф(С) тоже будет римановой. 

Для завершения доказательства в (7) вместо т и Т подставим 
Тк и Ть и перейдем к пределу при К -+ со. В результате получим 
что если { интегрируема на Ф(С), то Е интегрируема на С и 
справедлива формула (5). Теорема доказана. 
т 








< М (м)тс, (6) 
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3.3. Теорема о мере образа при непрерывно дифференцируемом 
отображении и ее следствия. Рассмотрим непрерывно дифферен- 
цируемое отображение 

у = Ф(т), (1) 


которое некоторое множество пространства Е” взаимно однозначно 
отображает в В”. 


Теорема. Пусть в некоторой д-окрестности множества 
С отображение (1) непрерывно дифференцируемо, взаимно од- 
нозначно и удовлетворяет условию: 
де $'(т) #0 УтЕ ОЗС). (2) 
Тогда, если множество С измеримо, то множество Ф(С’) тоже 
измеримо и 


т$(<) = | | аеё $'(=) | 4. (3) 
/ 


Доказательство. Так как множество С измеримо, то оно 
ограничено, а его замыкание С’ компактно итС = тС. Через 
Оз(С) обозначим д-окрестность множества С, где выполняются 
условия теоремы. Очевидно, Оз(С) будет д-окрестностью и мно- 
жества (7. 

Из теоремы о расщеплении дифференцируемого отображения 
следует, что у любой точки то Е С существует сферическая окрест- 
ность О(то), в которой отображение (1), удовлетворяющее условию 
(2), имеет представление у = Вл (... (92 (91(1)))...), где В — 
линейное отображение, которое изменяет только порядок коорди- 
нат, а 9, — простое непрерывно дифференцируемое отображение, 
меняющее только К-ю координату. 

Выберем некоторую точку 50 Е С и рассмотрим произвольное 
измеримое множество % С О(т0) ПС. Множество Ф(%) изме- 
римо, так как получается из 0 с помощью конечного числа пре- 
образований, каждое из которых измеримое множество переводит 
в измеримое. Докажем формулу (3) для множества Ф(%). 

Пусть Ох = 9% (1), К = 1,2,....п. Очевидно, Ф(%} = 
= В(Я„), причем тФ(0%) = тО». 

Согласно лемме 2 из п.3.2, 


т, = ] | 4её 9» (п) | ап. 
Я, -1 


Отсюда по теореме о замене переменных в кратном интеграле в 
случае, когда меняется одна координата, получаем: 


тб, = ] | Чеё д» (1) |: | Че 9л-1 (8) [4&, 
Я„-2 
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где 7 = 9,_1(&), & Е Яи-2. Поступая так и далее, в результате 
получим: 


т =] | 4её Ф'(т) | 4х, 
Яо 


так как 4её В’. Че дл,... Че 91’ = 4% Ф'’ и |4 В'| =1. 

Таким образом, у каждой точки то Е С существует окрестность 
О(то) такая, что для любого измеримого множества № С О(то)ПС 
справедлива формула (3). Семейство всех таких окрестностей, ко- 


гда то Е С, является покрытием компакта С. Из него можно 
выбрать конечное число окрестностей, которые тоже образуют по- 


крытие множества С. Обозначим их через О!,0?,...,ОМ и рас- 
смотрим множества С1 = ОТ ПС, С. = (02 п@)\С! и, вообще, 


79-1 
в; = (07пв)\ [ [] 6}, 1=2,..-М. 
К=1 


Эти множества являются измеримыми, попарно непересекающи- 
мися и такими, что 


С-= 


С;=а, @;С07 У). 
1 


| 


2 


Из взаимной однозначности отображения (1) следует, что множе- 
ства Ф(С;), 1=Ъ..., М, попарно не пересекаются, причем: 


м. 
$(С) = |] $(6). 
9=1 


Заметим, что некоторые из множеств С’; могут быть пустыми; 
в этом случае полагаем, что образ пустого множества есть пустое 
множество. 

Выше было доказано, что каждое множество Ф(С;) измеримо и 


для него справедлива формула (3), поэтому множество Ф(С’)} тоже 
измеримо и 


м М 
т$(<) =У`тФ(<) =>) Л де Ф'(2) [4х = р де Ф'(х) | 4х. 
=! 


2=1 С; С 


Теорема доказана. 
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Следствие 1. Если в некоторой окрестности точки то 
отображение (1) непрерывно дифференцируемо и удовлетворяет 


условию: р 
де! Ф' (хо) 72 0, | (4) 


т (0 (10)) 


5-50 тО; (10) — | Че $'(то)|, (5) 


т.е. модуль якобиана отображения в точке то равен коэф- 
фициенту искажения (растяжения или сжатия) меры в этой 
точке. 


Доказательство. Из локальной обратимости отображения 
у = $(х), удовлетворяющего условию (4), следует, что существует 
6 > 0 такое, что отображение взаимно однозначно на 025 (то) и 


Че Ф'(т) #0 Ухте 025(50). 


Тогда, в силу доказанной теоремы, множество Ф(Оу(50)) изме- 
римо и 


тФ(Ов(ао)) = ] | Че $'(2)| 42. 
05 (20) 


А так как функция | 4её Ф'(т)| непрерывна на О;(то), то, согласно 
теореме о среднем, существует & Е О; (10) такое, что 


т$(0,(520)) = | 4её ®'(6)| * тОз(то). 


Отсюда следует, что в точке то справедливо равенство (5). След- 
ствие | доказано. ое 

Про формулу (5) говорят, что она определяет геометрический 
смысл модуля якобиана отображения, а именно, она показывает, 
что модуль якобиана отображения равен коэффициенту искажения 
(растяжения или сжатия) меры в рассматриваемой точке. 

У любого отображения у = Ф(т) множества С С Е" в Е” можно 
считать, что образы и прообразы лежат в одном п-мерном про- 
странстве В”. В этом случае отображение часто называют пре- 
образованием; оно множество С С Е" преобразует в множество 
Ф(©) с В". 

Рассмотрим линейное преобразование, т.е. преобразование, за- 
данное формулами: 


п 
и = У аут; +В, $=1,2,... п. (6) 
9=1 
Через А обозначим матрицу этого преобразования. Из линейной 


алгебры известно, что оно взаимно однозначно отображает В" на 
В" тогда и только тогда, когда 4её А 2 0. 
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Следствие 2. Пусть линейное преобразование у = Ф(т), 
заданное формулами (6), удовлетворяет условию: 4её А 7 0. 
Тогда, если множество С измеримо, то множество Ф(С') тоже 


измеримо и 
т$(С) =| 4% А|. тб. 


Из этого утверждения следует, что мера Жордана инвариантна 
относительно группы движений евклидова пространства ЕВ". 


Пример. Получим формулу для объема п-мерного параллелепи- 
педа, построенного на данных п векторах. 

Напомним соответствующее определение из линейной алгебры. Для 
любых заданных п линейно независимых векторов а, а2,...,ап и лю- 
бой точки Мо Е Е” с радиус-вектором го множество точек с радиус- 
векторами 


г=г+ бал (7) 


= 


где 0 < &; < 1 для любого } = 1,2,...,п, называется п-мерным паралле- 
лепипедом, построенным на векторах а1,аз,...,ав (или натянутым 
на эти векторы) и обозначается Р(а1,аз,..., ап). 

Пусть вектор а; имеет координаты а1у, @2у,...›@пу, где} = 1,2,...,п. 
Тогда векторное равенство (7) задает линейное преобразование, которое 
точку & с координатами &1 , &2,... ‚ и» переводит в точку 2 с координатами 


п 
а: = У\онё +, #=1,2,...,п, (8) 

1=1 
где 6; — 3-я координата точки Мо. Следовательно, рассматриваемый п- 


мерный параллелепипед Р является образом п-мерного единичного куба 
при линейном отображении (8), и поэтому 


тР(а!,а2,..., ап) = | 46 А|, (9) 


где А — матрица линейного отображения (8). 
Отметим частные случаи формулы (9). 
Если п = 1, то, очевидно, тР(а1) = |а!|. Если же п = 2, то 


_! @и 912 
ЧевА= | аа @22 | 
поэтому | 4её А| = |[а ,а2]|, где [а,,а2|] — векторное произведение век- 
торов а! и аз. Следовательно, тР(а1,а2) = |[а1,а2||. Наконец, если. 


п = 3, то тР(а1,аз,аз) = |(а1, аз, аз)|, где (а, а›, аз) — смешанное 
произведение векторов а1, аз, аз. 
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3.4. Теоремы о замене переменных в кратном интеграле. Сна- 
чала сформулируем теорему о замене переменных в кратном инте- 
грале в случае, когда отображение, осуществляющее замену, опре- 
делено, взаимно однозначно и непрерывно дифференцируемо в не- 
которой окрестности рассматриваемого множества. 


Теорема 1. Пусть в некоторой д-окрестности множест- 
ва а отображение у = Ф(т) непрерывно дифференцируемо, вза- 
имно однозначно и удовлетворяет условию: 


де $'(т) #0 УтЕ 05С). 


Тогда, если функция }(у) интегрируема на множестве Ф(С), 
то функция }(Ф(т)) интегрируема на С и 


2 и | 195 )) | аеё $ (=) 42. (1) 


Доказательство. По условию функция }(у) интегрируема 
на множестве ® = Ф$(С), поэтому оно измеримо. Обратное ото- 
бражение т = Ф`Ку), уЕ О, как легко видеть, удовлетворяет 
всем условиям теоремы о мере образа. Следовательно, если мно- 
жество @ измеримо, то множество С = Ф-1(Я) тоже измеримо. 
Далее доказательство сформулированной теоремы дословно повто- 
рнет доказательство теоремы из пункта 3.2. Теорема | доказана. 

В доказанной теореме независимые переменные функции } 
обозначены буквой у. Однако вместо у иногда удобно писать х 
и считать, что замена переменных осуществляется по формуле 


х = т(ё), ЕЕ 0. Тогда теорему 1 можно сформулировать сле- 
пующим образом. 


Теорема 1’. Пусть отображенае х = т(ё) в некоторой 
д-окрестности множества @ непрерывно дифференцируемо, вза- 
имно однозначно и такое, что 


её х'(6) #0 УЕЕ 0,9). 


Тогда, если @ — образ ное @ при этом отображении, 
то для любой функции [(т), тЕ С, справедлива формула 


[1 ры ))| Чек (&)| 4. (2) 


Ее следует понимать так: если функция ] (т) интегрируема на 
множестве С, то сложная функция {(т(ё)) интегрируема на О и 
справедливо равенство (2). И наоборот, если }(х(&)) интегрируема 
на , то }(5) интегрируема на С и справедливо (2). 


` 
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В случае п = 2 независимые переменные функции } есте- 
ственно обозначать через т, у, а новые переменные — через &, 
7. Тогда, если отображение, заданное формулами 


т = Ф(Е, п), у = (6,1), 


в окрестности множества @ удовлетворяет условиям теоремы, то 


/ | ыфаеау = / [Е 





а ат, (3) 








где С — образ множества 9. 


Пример 1. Вычислим интеграл 


Ге +92)" агау, а>0, 
в 


где С — часть кругового кольца 1 < 12 +2 < 2, лежащая в первом 
квадранте плоскости (т, у). 


Очевидно, множество С’ является образом прямоугольника @ = 
= [1;У2] х Го; й плоскости (р, ф) при отображении 


х=рсозф, у=рзшф. (4) 


Это отображение удовлетворяет всем условиям теоремы 1: оно в окрест- 
ности множества @ непрерывно дифференцируемо, взаимно однозначно 
и такое, что 





д(т, у) 1 
—щ=р> -. 
9(р.Ф) 72 
Следовательно, 
ДГ +)” атау = == ‚ рараф = 
б п 
п/2 2 т 
= 20+11, —й. ра+1 _ |). 
[4 [в =‘ а ( 1) 
о 1 


п 
Заметим, что отображение (4) на множестве По = [0;] х [с; >| не 
удовлетворяет условиям теоремы 1, однако если функция /(т,у) инте- 
грируема на множестве 


Со = {(5;у): 2+ < 1>0, у>0}, 
6 Зак. 193 
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то легко доказывается, что 
зд ата = [| Косозь эт) арк 
Со . о 


Этот пример показывает, что условия теоремы 1 слишком огра- 
ничительны. Докажем одно обобщение этой теоремы, которого 
вполне хватает для практического применения формулы замены 
переменных в кратном интеграле. 


Теорема 2. Пусть отображение у = Ф(т), определенное 
ц непрерывное на замыкании С открытого измеримого мно- 
жества С, на С непрерывно дифференцируемо, взаимно одно- 
значно и, кроме того, его якобиан на С ограничен и отличен 
от нуля. Тогда, если функция }(у) интегрируема на множе- 
стве Ф(С), тю функция ](Ф(т)) интегрируема на С и справед- 
лива формула (1). 


Доказательство. В силу теоремы 1 функция /(Ф(т)) ин- 
тегрируема на любом измеримом замкнутом подмножестве мно- 
жества С. С другой стороны, согласно нашему соглашению об 
ограниченности интегрируемых функций, функция }(у) ограни- 
чена на множестве Ф(С'), и поэтому функция {(Ф(т)) ограничена 
на С’. Следовательно, функция }(Ф(т)) интегрируема на С'. Оста- 
лось доказать формулу (1). 

Так как множество С измеримо, то существует последователь- 
ность измеримых замкнутых множеств С", С С таких, что 


Шт т (С\ 6) = 0. 
К-—>со _ 


Аналогично, существует последовательность измеримых замкну- 
тых множеств О, С Ф(С) таких, что 


Дт т (Ф(С)\О») =0. 


Из теоремы о мере образа следует, что множества Ф(С\) и 
С" = ФЦ) измеримы. Тогда множества С» = С" |] С" и 
|. р к Е 

Ф(Сь) измеримы, 


т(@\6%) < п(6\6'), 
т($(6)\$(С,)) < п(®(@)\9ь, 
и поэтому 


Па тСк = тС, Шо тФ(Сь) = тФ(С). 
Е со К—со 
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Легко проверяется, что для множеств Ск и Ф(Сь) выполнены все 
условия теоремы 1, поэтому для любого К Е М справедливо равен- 
ство 


[ поф-= | обучен, 
С» 


Ф(Сь) 


из которого в пределе при # -+ со получается формула (1). Теорема 
2 доказана. 


Пример 2. В двукратном интеграле от функции /(т, у) по множе- 
ству а = {(5, у) : 2+9? < Е?} сделать замену переменных по формулам 
т = рсозф, у = рзштф. 

Прежде всего заметим, что при данном отображении множество С 
является образом замкнутого прямоугольника @ = [0; Е] х [0;2м]. Это 


отображение непрерывно на 1, но не является взаимно однозначным на 
. Однако оно непрерывно дифференцируемо на открытом прямоуголь- 





Рис. 11.6 


нике П = (0; В) х (0;2т), его якобиан, равный р, на О отличен от нуля, 
и, наконец, оно взаимно однозначно отображает ( на открытый круг без 
радиуса ОА (рис. 11.6). 


Следовательно, если функция ] интегрируема на С', то на  выпол- 
нены все условия теоремы 2, и поэтому 


Ш (г, у) 4х = |] 1(рсозф, рэ ф) рараф. 
с @ 


В частности, если [(2,у) = (22 +2)“, а > 0, то 


2п Е 
В2а+2 т 


= 2а = и 2=+2 
) Газу = | р РР = "5 Ей 
с о о 


6* 
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Пример 3. Найдем объем п-мерного симплекса 
Т»(^) :1120,...,21 20, м+.: +1, <А. 
Делая замену х1 = 1&,..., гв = А, получаем 
тТь (п) = 4 = 4 = "тТ, (1). (5) 
Т»(в) Т» (1) 


С другой стороны, 


1 


тТ»(1) = [4 ] 4, 
о Ть-1(1-&„) 
где & = (&,...,&-1). А так как, согласно формуле (5), внутренний 
интеграл равен (1 — &„)"—1тТ„_1 (1), то, 
1 
ть (1) = тт, (1). Гав. 46ь = тт, (0. 
о 


Из этого рекуррентного соотношения получаем: 
1 1 
тТь(1) = ИТТ) — и’ 
так как тТ\ (1) = 1. Таким образом, 


вп 


Пример 4. Найдем объем п-мерного шара 
Кь(В): 1 +122+...+12 < Е. 
Обозначим этот объем У„(Е). Тогда 
у, (В) = ] ат = В”, (1, 
к»(Е) 


где У»(1) — объем единичного п-мерного шара. Очевидно, 


+1 +1 
у-а) = [\- (ИЯ) в=и,-0) Да-а. 
-1 —1 
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Следовательно, У» (1) = 2.Л.И„—1(1), где 


1 


Л. = Га - 9?) ау 


о 


Если п = 28 + 1, то, интегрируя по частям, получаем: 


. 1 1 
Лк = | _ у?)* ау = 2к [1 — у?) -1 у? ау = -2ЕЛ2к+а + 2АЛк-1, 


0 о ео 
и поэтому 


2Е 
Л2к+1 = эк *- 1 


для любого КЕ №. А так как Л = 1, то из этой рекурентной формулы 
следует, что 
у _  (2ю)и 
Если же п = 2%, то сделав замену у = 9$, получим 


п/2 


Лк = ] с082* # @ 
[и 


А в этом интеграле сделаем новую замену +5 = у. Тогда 


+00 


а. 
Лк = ы 


(1 + у2)Е+1 * 


Отсюда, интегрируя по частям, получаем: 


24 
Т2к-2 = 2% _ Чин Е = 2х2 — Лк, 


и поэтому 


2 -— 
2 


п 
для любого К Е М. А так как Л = 5, то из этой рекурентной формулы 
следует, что 


Лк = 





тб: 2 


(2-1! т 


ть = По 5 
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В результате получаем равенства 


(ок)! 


Уж (И =2. аки ”* 0), 
У2ь (1) =2. т . ь-1(1), 


из которых следует, что 


Ук (1) = т * У2к-2(1), 
2т 
У2ь+1 (1) = р Узк-1(1) 


Таким образом, 


де! п 
Ук (1) = м № (1 = т’ 


2)" 2(2п)* 
ты) = Вер = ен 


3.5. Криволинейные координаты. Пусть отображение 


с = $(6), 6Е1, (1) 


где х = (1т1,...,7п), & = (&,...@), устанавливает взаимно од- 
нозначное соответствие между множествами @ и С. Тогда чи- 
сла $1, ..., &п называются криволинейными координатами точки 
х = $(&). (Напомним, что 71,...,2п — это декартовы координаты 
точки т, а &1,...,&и — декартовы координаты точки &.) 

Рассмотрим криволинейные координаты на плоскости. Пусть 
отображение (1) задано формулами 


т=ф(6,1), у=ф (6,1), (1) ЕЯ, 


и пусть С = $(9) (рис. 11.7). 
На плоскости (т, у) кривые 


1 { т =(&,1), 
Ду=ч(Е, 1), Ду= че, т), 


называются координатными линиями, проходящими через точку 
Мо с координатами то = ф(&,10), у = 4(&, 10). Точнее, они на- 
зываются координатными линиями системы координат &,1). За- 
метим, что координатные линии могут быть и прямыми. 
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Таким образом, если задано взаимно однозначное отображение 


(1), то можно считать, что &,....& — криволинейные коорди- 
наты точки т = Ф$(ё). И наоборот, т1,....2ь — криволинейные 


координаты точки & = Ф-\(т). 


хо 





Рис. 11.7 


Эта точка зрения на формулы преобразования переменных в 
интеграле соответствующим образом отражается на обозначениях 
и терминологии, связанных с интегрированием. 

В случае п = 2 для интеграла по множеству С от функции 
(М) используются обозначения: 


Годин. Одаа 09 


где 45 называется элементом площади, 45 = 4х 4у — элементом 
площади в декартовых координатах т, у, а 


(т, у) 
9(, п) 


— элементом площади в криволинейных координатах &, 1 
В случае п = 3: 


о 
= [ео 


где 4У — элемент объема, АУ = 4х4у4= — элемент объема в 
декартовых координатах т, у, 2, а 


д(т, у, =) 
9(Е, 1, <) 





р ги ЧЕ ат, 





45 = 








аа 





4 4145, 


ау = атас 
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— элемент объема в криволинейных координатах &, п, С. Ана- 
логичные обозначения и терминология используются и в общем 
п-мерном случае. 


Пример. На плоскости в полярных координатах: 
т=рсозф, у= рэшф, 
имеем 45 = рараф. В пространстве в сферических координатах: 
т = рсозфсоз фр, у = рэп фсозф, д = рат, 


где0 < фр<7т, -5 << я для элемента объема справедлива 
формула 
У = р? созфарафаф, 


а в цилиндрических координатах — 
аУ = рарафаг. 


$4. Несобственные кратные интегралы 


4.1. Определения. Введем понятие кратного интеграла для функ- 
ций, которые либо неограничены, либо определены на неизмери- 
мых множествах. 

Определение 1. Последовательность измеримых множеств 
Сь, КЕ №, называется исчерпанием множества С С Е", если 
она удовлетворяет условиям: 


со 
Сс бьыс С УКЕМи | | бь=С. 
К=1 

Например, исчерпанием множества С = В" является после- 
довательность шаров радиуса К Е М с.общим центром. Другим 
исчерпанием этого множества будет последовательность "-мерных 
кубов с ребром длины К Е №с центром в некоторой фиксированной 
точке №0 Е В”. Рассмотрим еще множество рациональных точек 
отрезка [0; 1]. Оно является счетным, т.е. все его элементы можно 
перенумеровать: Г1,Г2,...,Гк,.... Тогда последовательность мно- 
жеств {71,72,....Те}, КЕ №, будет исчерпанием рассматривае- 
мого множества, которое, как известно, не является измеримым 
по Жордану. 

Отметим, что если {Сь} — исчерпание некоторого множества 
С, то числовая последовательность {тСь} монотонно возрастает 
и поэтому всегда имеет конечный или бесконечный предел. 

Лемма. Если {Ск} — исчерпание измеримого множества 
С, то 

Па ть = та. (1) 
К—›со 
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Доказательство. Так как Ск С С УК, то тСь < тС, и 
поэтому 
Ша тк < тС. (2) 
К-»со 


Докажем обратное неравенство. 
Выберем некоторое = > 0. В силу того, что множества Си Сь 


измеримы, у ОС и ОСь существуют окрестности, такие что 


Е 

тО(9С) <= то(дС,) < ок КЕМ. 
Открытые множества О(С') и Сь = С») 0(9С,), КЕМ, обра- 
зуют покрытие замыкания С’ множества С. Тогда существует р 
такое, что множества О(дС), Ст,...,Ср образуют покрытие ком- 
пакта С. Очевидно, множества С, О(дС), О(дС1),...,О(9Сь) 


тоже покрывают множество С. Поэтому 
в<тб»+т0(0в) +5 <та, +2 
9= 


Следовательно, для любого Е > 0 существует р такое, что 
тС < таь+2Е УК>р. 
Отсюда следует, что 
та < Ит тах +2= Уё>0, 
Е-›со 


и поэтому | 
та < И тСу. (3) 


Из неравенств (2) и (3) получаем равенство (1). Лемма дока- 
зана. 


Определение 2. Пусть задана функция {(т), т Е С. Ис- 
черпание {С»} множества С' называется допустимым для функ- 
ции }, если функция } интегрируема по Риману на любом множе- 
стве Ск. 


Очевидно, для любой функции, непрерывной на В”, рассмо- 
тренные выше исчерпания множества К” являются допустимыми. 
В качестве другого примера рассмотрим функцию }, непрерывную 
во всех точках открытого шара с центром в точке Мо, кроме точки 
Мо. Для нее допустимым исчерпанием является последователь- 
ность множеств 


вь= м: 


>| -- 


1 
«мм <1- 1}, РЗ. 
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Если же функция ] ограничена в окрестности точки Мо, то 
последовательность множеств 


сы = [ммм <1- у}, КЕМ, 


тоже будет допустимым исчерпанием. 


Определение 3. Пусть функция } такая, что для нее суще- 
ствует хотя бы одно допустимое исчерпание множества С’, на кото- 
ром она задана. Тогда, если для любого допустимого исчерпания 
{Ск} предел 


Пт | ГаСк 
К—>со 


существует и не зависит от выбора исчерпания, то этот предел 
(конечный или бесконечный) называется несобственным инте- 
гралом от функции } по множеству С и обозначается 


] ЕЕ ] та (4) 
с 


Таким образом, по определению 


[о ах = ии (т) ах. (5) 
с Сь 


Если, кроме того, этот предел конечен, то функция { называ- 
ется интегрируемой на множестве С в несобственном смысле. 
В этом случае говорят, что интеграл (4) сходится, а в противном 
случае — расходится. 

Из доказанной леммы и полной аддитивности интеграла Ри- 
мана следует, что если функция } интегрируема на множестве С, 
то для любого исчерпания {Сь} множества С' справедливо равен- 
ство (5). Таким образом, если функция интегрируема по Риману 
на множестве С', то она на С интегрируема и в несобственном смы- 
сле, причем несобственный интеграл равен обычному интегралу 
Римана. 


4.2. Несобственные интегралы от неотрицательных функций. В 
определении несобственного кратного интеграла от функции } по 
множеству С’ говорится о всевозможных допустимых для } ис- 
черпаний множества С. В общем случае совокупность всех таких 
исчерпаний необозрима, однако, как будет показано, достаточно 
рассмотреть какое-то одно допустимое исчерпание. 


Теорема 1. У любой неотрицательной функции } (т), тЕ 
ЕС, для которой существует допустимое исчерпание {Су} 


ЕЕВС НЕ ЕЕ 
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множества С, интеграл по С существует (конечный или бес- 


конечный) и 
Шо. | Лаб = || 146. 
К—юоо 


Д оказательство. Так как числовая последовательность 


Д тавь КЕМ, (1) 


монотонно возрастает, то она имеет конечный или бесконечный 
предел. Обозначим его А. Для доказательства теоремы нужно 
показать, что для любого другого допустимого исчерпания {С\} 
множества С предел последовательности 


[ ав 1ЕМ, (2) 


равен А. 

Сначала докажем, что если А’ — предел последовательности 
(2), то А’< А. Для этого заметим, что последовательность мно- 
жеств Сы = Ск ПС, КЕ М, является исчерпанием множества 

› поэтому 


[ гав; = ши [| Габь < вв || уабь=А 


для любого [ и, следовательно, А’ < А. 
Последовательности (1) и (2) равноправны, поэтому аналогично 
доказывается, что А < А’. Теорема 1 доказана. 


Пример 1. Найдем несобственный интеграл 


Г е- (7) др ау. 


Вв2 
Будем исчерпывать плоскость В? кругами 
Вь = {(х, у): 2 +у <}, КЕМ. 


И е(-2' +) дтау = [|= "тт=т(1-е*). 


0 


И е- (+) др ау = т. 
В 


Тогда 


и 


100 Гл.11. Кратные интегралы 


Рассмотрим еще исчерпание плоскости Е? квадратами Д; = 
= {(т,у):|2| < >, || < К}, КЕМ. Тогда 


Е 
И е- (2?) деду =: (/ е- 
Дь к 


и по теореме 1 


Е 2 
: —12 
т е" &] =т. 
К-›со 
к 
Следовательно, 
+9 
2 
| е_* 4х = ут. 
—со 


Отметим, что последний интеграл часто встречается в прило- 
жениях. Он называется интегралом ое 


|; ре 


мерный шар с пентром в начале а 


Пример 2. Рассмотрим интеграл где В — единичный п- 


= +... +22). 
При а > 0 этот интеграл является несобственным. Исследуем, при каких 


а он сходится. 
Очевидно, последовательность множеств 


1 
В [<<], КЕМ, 


ивляется допустимым исчерпанием шара В с выколотым центром. Для 
вычисления интеграла по Ву перейдем к полярным координатам: 


[ее -[^ ды [1 — р" 


1/к 
где /(ф) = с0342 08? фз... 605"? фа, фо = (ф,.. Фил), 
А = [0;2*| х [-5; >| х...х |->; = ‚ Отсюда следует, что данный 


интеграл сходится тогда и только тогда, когда а —-п+1< 1, те. когда 
а < п. 


ах 
Аналогично показывается, что интеграл ] —— по внешности еди- 


[22 
[$|>1 
ничного п-мерного шара сходится тогда и только тогда, когда а > п. 





= 


=. 
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Пример 3. Пусть 9(т) — функция Дирихле, равная 1, если 1 ра- 
циональное, и 0, если х иррациональное. Известно, что она не является 
интегрируемой по Риману на отрезке [0;1]. Она будет неинтегрируемой 
и в несобственном смысле, так как не существует ни одного допустимого 
для 9(т) исчерпания множества [0; 1]. Однако, как легко видеть, она будет 
интегрируемой в несобственном смысле на множестве 0) рациональных 
точек отрезка [0; 1], причем интеграл равен нулю. 


Для несобственных интегралов от неотрицательных функций 
справедлив следующий признак сравнения. 


Теорема 2. Пусть функции } и д определены на множе- 
стве С, и пусть существуют допустимые для них исчерпания 
множества С. Тогда, если 0 < }(т) < 9(т) Утес, то из сто- 
димости интеграла от д следует сходимость интеграла от }, 
а из растодимостии интеграла от } следует растодимость ин- 
теграла от д. 


Доказательство. Пусть {С"]} — допустимое для } исчер- 
у Е у р 


пание множества С’, а {Су} — допустимое для 9 исчерпание мно- 
жества С. Легко видеть, что последовательность множеств Ск = 
= С, ПСЬЕ является исчерпанием множества С', которое допустимо 
и для [и для 9, причем 


[ габь < [ вабь УКЕМ. 


Теорема 2 доказана. 


4.3. Абсолютная сходимость несобственных интегралов. Для 
изучения абсолютной сходимости интеграла от функции {(т) рас- 
смотрим функции 


[+ (=) = Азии, 0= И - 12). 


2 
Очевидно, 0 < /+(т) < |{(2)|, 


(т) = 1+(т) — Г-(т), |У(т) = Л+ (т) + 1 (2). 


Теорема 1. Пусть для функции }(1), Е С, существует 
допустимое исчерпание множества С. Тогда, если интеграл 
от |}(т)| по С сходится, то интеграл от }(т) по С тоже 


сходится и 
[ Гас 








< | ас. (1) 
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Доказательство. Пусть {Ск} — допустимое для } исчерпа- 
ние множества С’. Оно будет допустимым и для функций |} |, /+,/_. 
Из сходимости интеграла от |}| следует сходимость интегралов от 
}+ и, а из их сходимости — сходимость интеграла от {. Теперь 
неравенство (1) очевидно. Теорема 1 доказана. 

Теорему 1 кратко формулируют так: из абсолютной сходимо- 
сти интеграла следует его сходимость. Это утверждение, как из- 
вестно, справедливо и для несобственных интегралов от функций 
одного переменного. Однако для кратных интегралов справедливо 
и обратное утверждение. 


Теорема 2. Если кратный интеграл от функции } по мно- 
жеству С стодится, то ‘интеграл от |} | по С тоже сходится. 


Доказательство. Пусть {Ск} — некоторое допустимое для 
} исчерпание множества С. Допустим, что интеграл от } по С схо- 
дится, аот | {| расходится. Тогда интегралы от {+ и [_ по С тоже 
расходятся, так как если, например, интеграл от }; сходится, то 
от }_ тоже сходится, а поэтому и от |{| сходится, что противоречит 
допущению. Следовательно, 


Вт [наб = Ви [+ АСь = +0. (2) 
К—>со К-—>со 


Построим новое допустимое для } исчерпание {Су} множе- 
ства С. 
Из условия (2) следует, что существует Ск, такое, что 


. (вы \с) > - ] раб: +2. (3) 


Интеграл слева заменим нижней суммой Дарбу 3(],;7т!) такой, 
что 


зн) > | ды (вь 6) 1, (4) 


и через 91 обозначим объединение всех множеств разбиения 71, на 
которых / >0. Очевидно, множество 91 измеримо, 91 ССь\С1 и 


а = +4 > 8(1+; 11). (5) 


Положим С\ = С: Ц да. Тогда из (3), (4), (5) следует, что 


Главу = [ табл + [ лав, > а +8(нт) > 


Аналогично, существует С’ь, такое, что 


| л4(бь\вь) ы . Габь +3. 
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Интеграл слева заменим нижней суммой Дарбу 3(}+;72) такой, 


что 
это > || 1на(вь\бь) 


и через 42 обозначим объединение всех множеств разбиения то, на 
которых [; > 0. Множество 92 измеримо, 92 С Сь,\Сы и 


Глав» = [ 1авь > эбнуто. 


Положим © = Сь 992. Тогда [ас > 2. 


Вообще, для любого С», существует Сь,,, такое, что 


| ла(вь„„\@ь,) > - ] ГаСь, +р+2. 


Интеграл слева заменим нижней суммой Дарбу $(}-+; тр-+1) такой, 


что 
э(лытьы) > [| 1на(бь„\вь,) 


и через 9р+1 обозначим объединение всех множеств разбиения 
Тр+1, на которых }+ > 0. Положим Су. = Сы, Ч 9руа. Тогда 


} аб > р- 1. Таким образом по индукции строим исчерпа- 


ние {С,} множества С такое, что 


1465 >в УрЕМ. 


Отсюда следует, что интеграл от } по множеству С расходится, 
и поэтому наше допущение о расходимости интеграла от || по С 
неверное. Теорема 2 доказана. 

Из доказанного утверждения, в частности, следует, что в слу- 
чае п = 1 определение несобственного интеграла этого параграфа 
не эквивалентно введенному ранее определению для функций од- 
ного переменного. Это связано с тем, что ранее рассматривались 
допустимые исчерпания только специального вида. 

Объединив утверждения теорем 1 и 2, получим следующий 
критерий стодимости несобственных кратных интегралов. 


Теорема 3. Для того чтобы интеграл от функции } по 
множеству С стодился, необтодимо и достаточно, чтобы су- 
ществовало допустимое исчерпание {Ск} множества С' такое, 
что последовательность интегралов от |} | по Ск ограничена. 
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Действительно, если интеграл от { по С сходится, то он схо- 
дится и от |{|, а тогда для любого допустимого для } исчерпания 
{Ск} множества С’ последовательность интегралов от |{| по Ск 
сходится. 

Наоборот, если для некоторого допустимого для } исчерпания 
{Ск} множества С’ последовательность интегралов от |{| по С» 
ограничена, то она имеет конечный предел. Тогда, в силу тео- 
ремы 1 из п. 2, интеграл от |/| по С сходится, а по теореме 1 
этого пункта будет сходиться и интеграл от {. 


4.4. Свойства несобственных интегралов. Покажем, что несоб- 
ственные кратные интегралы обладают обычными свойствами: ли- 
нейности, монотонности и аддитивности по множествам. 

1. Если интегралы от функций Л и РБ по множеству С 
сходятся, то интеграл от любой линейной комбинации а} + 
+ 52 по С тоже стодится и 


[ел +ьлдав =а [ лавчь | ваб. (0 


Действительно, из сходимости интегралов от }1 и [2 вытекает 
сходимость интегралов от |{1|, |{2| и, следовательно, от а|}!| +8] [2] 
иа/\ + 6/2. Тогда, если {С1} и {2} — допустимые для [1 и ]2 
исчерпания множества С’, то последовательность множеств Ск = 


= С; ПС? — допустимое для а/\ + 6/2 исчерпание множества С’, 
причем справедливо равенство 


[ел +) абь = |[ павьчь [ ъабь, 


из которого в пределе при К -} со следует равенство (1). 
2. Если интегралы от функций Н и }2 по множеству С 
сходятся и р(т) < ]2(т) УтЕС, то 


[я аб < в ас. (2) 


Действительно, если {С1} и {С?} — допустимые для Л и Го 
исчерпания множества С’, то последовательность множеств Ск = 
и С п С — допустимое исчерпание как для /1, так и для 2. А 


так как 
[лаб < [ва 


то отсюда в пределе при К -} со получаем неравенство (2). 

3. Если интегралы от функции } по непересекающимся мно- 
жествам С’ и С" стодятся, то интеграл от } по множеству 
С = С’ С” тоже стодится и 


[лав = | гав'+ } ав". (3) 


И О О, ВО А, НЕ ЧЕ 
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Действительно, из сходимости интегралов от { следует сходи- 
мость интегралов от |}|. Пусть {С,} и {Су} — допустимые ис- 
черпания множеств С” и С”. Тогда последовательность множеств 
Ск = Ск Ч Ск — допустимое исчерпание множества С', причем 


Дллавь = [плаву + [лав 


Отсюда следует, что интегралы от |} | иот ] по С сходятся. Теперь 


из равенства 
— Г лабь = | гавь+ [ гав 


в пределе при К -› со получаем равенство (3). 

В заключение докажем теорему о замене переменных в несоб- 
ственном интеграле. Эта теорема является весьма полезным, хотя 
и достаточно простым обобщением теоремы 2 из п. 3.4 83. 


Теорема. Пусть непрерывно дифференцируемое отображе- 
ние у = Ф(т) с отличным от нуля якобианом взаимно одно- 
значно отображает открытое множество С на множество 
Ф(С). Тогда, если интеграл от функции [(у) по множеству 


Ф(С) стодится, то интеграл от функции }(Ф(х))| 4её Ф'(т)| по 
множеству С тоже сходится и 


[9 ми | 1 (2))| её $'(2)1 а. (4) 


$(С) 


Д оказательство. Открытое множество С можно исчерпать 


последовательностью ограниченных замкнутых множеств С», ка- 
ждое из которых есть объединение конечного числа замкнутых 
промежутков. Из теоремы о мере образа следует, что множества 


Ф(Сь) измеримы. Следовательно, если последовательность мно- 
жеств С» — допустимое исчерпание множества С’, то последова- 


тельность множеств Ф(С») — допустимое исчерпание множества 
Ф(С). Тогда 


] |Абиураи = ] |1 (2)) ао Ф (2), (5) 
Ф(Сь) Ск 


что фактически и доказывает теорему. 

Действительно, из сходимости интеграла от }(у) следует схо- 
димость интеграла от |{(у)|, а тогда, в силу равенства (5), ин- 
теграл от |/(Ф(х)) 4её Ф'(х)| по множеству С’ тоже сходится. Из 
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сходимости последнего интеграла следует сходимость интеграла 
от }(Ф(т))|4её Ф'(х)| по множеству С. Теперь равенство (4) полу- 
чается из равенства 


) Лод = | Иеууае ее а 
Ф(Сь) . Сь 


в пределе при К -› со. Теорема доказана. 

Отметим, что если отображение у = Ф(т) на множестве С удо- 
влетворяет условиям теоремы, то обратное отображение г = Ф- (у) 
на множестве Ф(С'’) удовлетворяет тем же условиям. Поэтому утвер- 
ждение теоремы можно сформулировать следующим образом: 

Если один из интегралов (4) стодится, то второй тоже 
стодится и справедлива формула (4). 


4.5. Сведение кратного интеграла к повторному. Рассмотрим. 


функцию {(т, у), определенную на множестве С' = [а;5) х С', где 
С’ — измеримое множество точек у = (у1,...,У„—1). Будем пред- 
полагать, что функция [(т,у) интегрируема по Риману на любом 
множестве вида С’, = [а;1] Х С", геа < п <. Кроме того, будем 
считать, что при любом фиксированном х Е [а;6) функция {(т, у) 
интегрируема по у на множестве С". Очевидно, все эти условия вы- 
полнены, если множество С’ С ®"-1 замкнуто, а функция {(х, у) 
непрерывна на С = [а;5) х С". 

Известно (см.п.3.1), что если функция ][(т,у) удовлетворяет 
перечисленным условиям, то функция 


+(ё) = | Леда (1) 
С’ > 
интегрируема на отрезке [а;7], и справедлива формула 
т 
]] Неглуаьау = | авт. (2) 
Ст а 


Из нее следует, что если интеграл от } по С сходится, то интеграл 
от ф тоже сходится и 


Г леьдатву = | аз | пы аы. (3) 
с а С! } 


Для неотрицательной функции }(т,у) верно и обратное утвержде- 
ние. 
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Таким образом, интеграл от неотрицательной функции }{(х, у) 
по множеству С сходится тогда и только тогда, когда сходится 
интеграл от ф(5). В этом случае справедлива формула (3). 

Сделаем несколько замечаний относительно случая, когда функ- 
ция }(т,у) меняет знак. В общем случае из формулы (2) и схо- 
димости интеграла от ф(т) не следует сходимость интеграла от 
т, у), так как формула (2) написана для специального исчерпа- 
ния множества С. Однако интеграл от }(т,у) будет сходиться, 
если сходится интеграл от функции 


зд = Пе 
С 


Пример 1. Вычислим интеграл 
и ат _ 424 _ 
(1 > Пара и у2)а й 
2+ уз<1 


который при а > 0 является несобственным, 


Переходя к полярным координатам, получаем: 
= | [а-я гагар 
(1—г2)=' 


где А = (0;1)х (0;2м). Последний интеграл сведем к повторному: 


2” 

т = т 4г 

жд [#2 =2т от 
0 


Из доказанных ранее утверждений следует, что данный интеграл схо- 
дится тогда и только тогда, когда сходится интеграл 


1 1 
та _ 4 

(1 и (1 —г2)* в {= ` 
0 0 


А он сходится только при а _ 1. 
Таким образом, если а > 1, то о (а) = = +00, а если а < 1, то 
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Пример 2. Исследуем на сходимость интеграл 


Леры е 


22+у2>1 


Ввиду симметрии достаточно рассмотреть интеграл по области С, 
определяемой неравенствами 5 > 0, у> 0, т2 + у2 > 1. 

Докажем сначала, что если р < 0 или 4 < 0, то данный интеграл 
расходится. Пусть, например, р < 0. Тогда 


п 
ат ау ау ау 
—_> — > (л- 

Дет? [98 [ эчи > О] т+и 

а 0 


для любого 7 > 1, поэтому интеграл по С равен +с0о. Аналогичное 
утверждение справедливо и в случае, когда 4 < 0. 

Таким образом, интеграл (4) может сходиться только тогда, когда 
р>0ид> 0. Заметим, что в этом случае интеграл по области С' схо- 
дится или расходится одновременно с интегралом по области С*, опре- 
деляемой неравенствами т > 0, у> 0, 1Р + у1 > 1. 

Переходя к обобщенным полярным координатам по формулам 





т = (603? ф)"Р, у= (гзт? фу, 


атау _ 2 1411—2 
ния = | рава 
с* А 


‘где А = (0; 5) х (1; +00), Б(ф) = (созф)?/Р-1 (т р)?/9-1. 


Так как под интегралом по А стоит неотрицательная функция, то 
для его исследования достаточно рассмотрёть лишь одно, удобное нам, 
исчерпание множества А. В данном случае исчерпанием будет последо- 
вательность прямоугольников 


получаем: 


1л 1 
№ = рт] ха <<, КЕМ. 
Интеграл по Ах равен произведению 
п/2-1/Е Е 
Г реа |", 
1/Е 1 


в котором первый сомножитель имеет конечный предел при К -› со 
для любых р > ид > 0. Пусть этот предел равен А. Очевидно, 
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А> 0. Следовательно, интеграл (4) сходится тогда и только тогда, когда 
р> 0, а>0и 1/р+ 1/9 < 1. | 

В конце приведем еще пример, показывающий, что из сходи- 
мости повторных интегралов не следует сходимость кратного не- 
собственного интеграла. 


. —_ 3. и что несобственный интеграл от функции 








(ху) = (12 + у2)-? по множеству А = (1, +0) х (1, +) 
а а и а интеграла сходятся. 
Очевидно, 
+0 
] К в — 12 Е т ре —1 
(22 +2)? а +у? 1+у’ 
поэтому 


+ 
Га | Калуа = - игом 
1 








+00 +09 + о а 
т п 
а =- 
[а [ ле у [та а 
1 1 1 


Таким образом, оба повторных интеграла сходятся, однако не равны 
между собой. 


Пусть теперь А(&,7) = (1, &)х (1,1). Тогда 
7 & 


т = 


А(Еп) . 
Г 1 
у 
- [(абя-тня) (чара) 
1 


1 
= агс . — агсё Е — агсёв п + агсё 8 1, 





п 





1 


и поэтому если 7 = аё, то при & -+ +00 получаем предел агсёв а — п/4, 
который зависит от ©. Следовательно, интеграл от } по А расходится. 
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$5. Площадь поверхности 


5.1. Площадь двумерной поверхности в трехмерном простран- 
стве. Пусть поверхность 5 задана непрерывно дифференцируемой 
векторной функцией 


г=г(и, 9), (и) ЕШ. (1) 


Тогда каждому квадрату А = [ии +В] х [1,9 + Н|, лежащему в 
области О, на поверхности 5 соответствует некоторая фигура А5 


Ги, У +) У 
ии 


(шу+й) р 
ДИ? 
ИД 








РНЕ 
ИРЕРЕЕЯ 


г(и+ р, у) 








Г(и, у) 


Рис. 11.8 


(рис. 11.8), которую будем называть криволинейным параллело- 
граммом с вершиной в точках 


г(и, 5), г(и + №, 5), г(и,о +1). 


При достаточно малом А можно считать, что этот криволи- 
нейный параллелограмм мало отличается от параллелограмма, по- 
строенного на векторах -. 


Диг = г(и + 1,5) — г(и, 9), Ах =г(шо-+ В) — г(и, 5), 
площадь которого равна |[А,г, Аг]. А так как 
Диг= г, (и, 6) + о (В), Дуг = г, (и, 5) + о(№) 
при В - 0, то 
(Лит, Ди = [грго |? + (в?) 


при А —} 0. В результате получаем, что площадь криволинейного 
параллелограмма А5 при малом А приближенно равна площади 
параллелограмма, построенного на векторах г. Л иг, (рис. 11.9). 
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Плоскость параметров и, % прямыми, параллельными осям ко- 
ординат, разобьъем на квадраты со стороной № и рассмотрим сумму 


Уоеь ги? (2) аа” / 


г(и, + р) 





по всем таким квадратам, целиком 
лежащим в области О. Будем счи- 
тать, что площадь поверхности 5 
равна пределу суммы (2) при ^ -+ 0, 
а он, как известно, равен интегралу 


Г(и, и) 


] |’к’4и, = (3) мил, 
р 


Рис. 11.9 


(если, конечно, функция |[г!,г.]| интегрируема). Покажем, что 
величина интеграла (3) не зависит от способа параметризации по- 
верхности 5. 

Пусть формулы 


и = и(&,1), 9 = (6,1), (2,1) Е Б, 


задают допустимое преобразование параметров поверхности 5. 
Здесь под допустимыми преобразованиями понимаются диффео- 
морфизмы с отличным от нуля якобианом. Тогда 


ГЕНРИ НР, Го Гым + Гоби, 
поэтому Я 
гг’ = гг, 1,9 
[ ё т [ и У ЭЕ,т) 


и, следовательно, 


]егелава = 
Б 
= Ге вай = [ке ва. 
Б 


Таким образом, хотя в интеграл (3) в явном виде входит па- 
раметризация поверхности 5, однако его величина не зависит от 
способа параметризации. 


(и, о) 
ет) 








Определение 1. Для любой поверхности 5, заданной непре- 
рывно дифференцируемой векторной функцией (1), величина, рав- 
ная интегралу (3), называется площадью поверхности 5 и 0бо- 
значается пл. 5 или 45. 
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Таким образом, по определению, 
№8 = | [ег дыФь (4) 
р 


причем интеграл можно понимать как в собственном, так и в не- 
собственном смысле. В частности, согласно этому определению, 
любая непрерывно дифференцируемая поверхность имеет площадь, 
конечную или бесконечную. 

Покажем, что так определенная плоцхадь поверхности обладает 
свойством аддитивности. 

Пусть поверхность 5 задана векторной функцией (1). Область 
р кусочно-гладкой кривой ^/ разобьем на две области [1 и Оо, и 
через 51 и 52 обозначим соответствующие им поверхности, а через 
Г — образ кривой 7 на поверхности 5. В этом случае будем гово- 
рить, что повертность 5 кусочно-гладкой кривой Г разбита на 
части 51 и 52. Тогда свойство аддитивности площади поверхно- 
сти следует из аддитивности двойного интеграла и формулируется 
следующим образом: 

Если непрерывно дифференцируемая поверхность 5 кусочно- 
гладкой кривой разбита на две части 51 и 52, то 


№5 = р 51 + р52. 


Это свойство аддитивности площади поверхности делает есте- 
ственным следующее определение. 


Определение 2. Объединение 5 любой конечной совокуп- 
ности поверхностей 51,...,9м называется кусочно-непрерывной 
поверхностью, а сумма площадей этих поверхностей называется 
площадью повертности 5 и обозначается #5 (или пл. 5). 


Таким образом, если поверхность 5 является объединением не- 


прерывно дифференцируемых поверхностей 51, 52,...,9м, то, по 
определению, 
м 
и = У `и5;. 
1=1 


Найдем выражение для площади поверхности 5, которая явля- 
ется графиком непрерывно дифференцируемой функции 


& = Г(т, У), (т, у) ЕР. (5) 
В этом случае 


г=ж+ у) + (тук, [Егу| = —/2(т,у)1 — Л (т, у) +К 
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и, следовательно, 


пл.5 = || +012 + ратаь (6) 
в 


В частности, если 5 — часть плоскости, заданной уравнением 
2 = Ах + Ву+ С, (7) 


пл. 5 = 1+ А? + В? тр. (8) 


Заметим, что плоскость (7) с координатной плоскостью т,у 
образуют угол 77, для которого 


то 


1 
ЛЕВ 
Тогда из равенства (8) следует, что 
тр 
соз° 
Соответствующим образом можно записать и формулу (6): 


пл. = Г О, 
с0$ у 
р 


где 77 = 7(5,у) — величина угла, который образует нормаль к 
поверхности (5) в точке (т, у) с координатной плоскостью г, у. 


с08 77 = 


пл. 9 = 








Пример 1. Вычислим площадь поверхности 5, полученной вра- 
щением вокруг оси х графика неотрицательной непрерывно дифферен- 
цируемой функции у = { (т), тЕ [а;6]. 


Эта поверхность вращения 5 задается векторной функцией 
г = 21 +}/(2) созф + КК т) зшф, 
где т Е [а; 6], фЕ [0;2*). Следовательно, 


г! г] = (2) (2) - Ла) созф - ЕД) зтф, 
[гг = 2) МТ + 2, 
и поэтому 


ь 
пл.9 = 2т | 8) я (т)? ат. (9) 


Отметим, что эта формула совпадает с уже известной формулой для 
площади поверхности вращения. 


9 Зак. 193 
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Пример 2. Вычислим площадь поверхности 5 тора, которая по- 
лучается вращением вокруг оси т окружности 


=” + (у-5)? =а7, 


где 0 <а< (рис. 11.10). 

Очевидно, площадь поверхности 5 равна 
сумме площадей поверхностей 5+, которые 
получаются вращением вокруг оси х графи- 
ков функций 


у=Ь- Уа? —:2, ТЕ [-а;а]. 


По формуле (9) получаем: 





Рис. 11.10. 


за [зв Е = | т 
пл. = Ра =ал ей л`ао. 
—а —а 


5.2. Интеграл от функции по поверхности в пространстве. Пусть 
на непрерывной поверхности 


5 = {г(и, 5), (и, 5) Е р} (1) 
задана функция {(Р), РЕ 5. Заметим, что если поверхность 
5 не имеет кратных точек, то } — это функция точки носителя 
поверхности 5, т.е. определена на множестве 5 С 3. В общем 
случае поверхность (1) может иметь кратные точки, поэтому } — 
это, вообще говоря, функция точки (и,5) Е О, ане точки носителя 
поверхности (1). | 


Предположим, что область О измерима, а поверхность 5 не- 
прерывно дифференцируема и имеет конечную площадь. 


Определение 1. Для любого разбиения т = {21,...,Ом} 
области Р множество поверхностей 


5; = {г(и,5), (и) ЕО; 1=12....,М, 


называется разбиением повертности (1) и обозначается т(5). 


Таким образом, по определению, 
т(5) = {51,...,5м}, | (2} 


где каждая поверхность 5; имеет конечную площадь, причем 


р ] [ [ег Фра. 
р; з 





С = 


т.о 
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Определение 2. Для любого разбиения (2) поверхности (1) 
суммы 


м м 
т) = У`тниб, 5(;т) = У Ми8ь (3) 
+1 41 
где 
т; = Ш ДР), М; = вар ХР), 
РЕЗ; 


называются интегральными суммами Дарбу функции } по по- 
вертности 95. 


Очевидно, эти суммы обладают всеми свойствами интеграль- 
ных сумм Дарбу для функций двух переменных. 


Определение 3. Если точные грани интегральных сумм Дар- 


бу (3) конечны и 
зирз(/;т) = ни (1:7), | (4) 


то функция { называется интегрируемой по повертности 5, а 
число (4) — интегралом от функции } по поверхности 5 и обо- 


значается 
] 145. 
5 .: 


Функция } называется подынтегральной функцией, а выражение 


45 — элементом площади повертности. 

Этот интеграл называют еще поверхностным интегралом 
1-го рода от функции | по повертности 5 

Из определения следует, что поверхностные интегралы 1-го 
рода обладают всеми известными свойствами кратных интегра- 
лов. Предлагается сформулировать и доказать эти свойства в ка- 
честве упражнения. 

Теорема 1. Пусть поверхность (1) непрерывно дифферен- 
цируема, имеет конечную площадь и такая, что векторная 
функция г(и, у) непрерывна на замкнутой области О). Тогда, 
если функция } непрерывна на поверхности 


то она интегрируема по поверхности 5 и справедлива формула 


] лаз = / аби вуеь вы чи. = (5) 


(Заметим, что выражение [ег | 44 ду иногда называют эле- 
ментом площади поверхности в координатах и, у и пишут 


45 = |[г',г. | аи а.) 


9* 
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Доказательство. Так как функция {(г(и,)) непрерывна 
на ограниченном замкнутом множестве Г), то она равномерно не- 
прерывна на О. Поэтому, если «(];0) — модуль непрерывности 
функции [, то 

[11 и2(};0) =0. 
Ишь 6) 


Следовательно, если {т„} — последовательность разбиений обла- 
сти Л такая, что Шт |т.| = 0, то 
п-—>оо 


5(1; т») — (ут) < 9; т)ыб — 0 
при п -$ со. Поэтому функция { интегрируема на 5. 
Докажем теперь формулу (5). 
Для любого разбиения т поверхности 5 имеем: 


М м 
з(у;т) = У‘ тии5: = У ‘т ГельгЛаыаь < 
+1 4—1 


р: 


1=1 


<у | ] еб, ьу)е ог Чиа = 


= [ебу шв < 8037). 
р 


Отсюда и из интегрируемости функции / на 5 следует формула (5). 
"Теорема 1 доказана. . 

Как обычно, особый интерес представляет случай, когда по- 
верхность 5 является графиком функции 2 = ф(т,у), (ту) ЕР. 


В этом случае 45 = \/1 +42’ + 2’ 4х ду, и формула (5) принимает 


_ 145 = || (т, у,ф(т,у))\/1 + 92 + 92’ ахау. 
5 р 


'Так же, как и для кратных интегралов, доказывается следую- 
щее обобщение теоремы 1. 

Теорема 2. Пусть поверхность (1) непрерывно дифферен- 
цируема и имеет конечную площадь. Тогда, если функция } Ци 
непрерывна и ограничена на 5, то она интегрируема на 5 и 
справедлива формула (5). 

Заметим, что формулу (5) иногда принимают за определение 
поверхностного интеграла 1-го рода. Как и при определении пло- 
шади поверхности, можно показать, что это определение корректно 
(в том смысле, что величина интеграла не зависит от параметри- 
зации поверхности). 
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Отметим, что наряду с поверхностными интегралами от огра- 
ниченных функций по поверхностям, имеющим конечную пло- 
щадь, можно рассматривать поверхностные интегралы как от не- 
ограниченных функций, так и по поверхностям бесконечной пло- 
щади. Такие интегралы называются несобственными. Для ка- 
ждой конкретной функции и заданной поверхности несобственные 
интегралы определяются естественным образом (по аналогии с не- 
собственными кратными интегралами). 

Пример 1. Найдем массу т сферы 5 радиуса К, если поверхност- 


ная плотность р в каждой ее точке равна расстоянию от этой точки до 
некоторого фиксированного диаметра. 


Решение. По определению, 


т= /[ ра. 
7 


Чтобы вычислить этот интеграл, введем декартову систему координат, 
приняв центр сферы за начало координат и направив ось 2 по заданному 
диаметру, а затем перейдем к сферическим координатам: 


т = Всозфсоз0, у= Втфсоз0, = В зт0. 
Тогда 
р = М2? + у? = Всоз0, 45 = Е? созд арад. 
Следовательно, 


2п п/2 
т= [[рав= [4 [ с03? 0 40 = п? АЗ. 
5 0 —п/2 


В конце дадим определение интеграла от функции по кусочно- 
дифференцируемой поверхности. 

Пусть 5 — объединение непрерывно дифференцируемых пара- 
метрически заданных поверхностей 51, 52,...,9м. Тогда сумма 
интегралов от функции } по этим поверхностям называется инте- 
гралом от функции } по повертности 5. 

Таким образом, по определению, 


/[15= [Гл 


5 
Пример 2. Вычислим интеграл 


= Гот + 2252 + 12?) 45, 
5 


где 5 — поверхность, отсекаемая от конуса 2? = К2(т? + у?) цилиндром 
12 + у? = 2ат. 
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Р е шение. Пусть ОР — круг, ограниченный окружностью 
т?+у? = 2ат. Тогда поверхность 5 состоит из двух частей 9. и 5_, кото- 
рые являются графиками функций 2 = ЗА? + у?, 


(5,9) Е О. Для этих поверхностей 45 = \/1 + Е? ах ау, и поэтому 


Л=2\/1+ Е? ем + 92)? +: 2) 4х ау. 
{ р 


В полярных координатах мы 12 + у2 = 2а1 задается урав- 


Зт 
нением р = 2ас03р, где фр Е [-5 5: 7} еслиа > 0, ифЕ В 5 =, если 
а < 0. Поэтому 
при а > 0 имеем: 
п/2 За сов ф 
Л=2\/1+ 2 ] ар ] (Кр + р* соз? фэшт? ф)рар = 
—пт/2 о 
— п/2 
= У 1+2 ] (Е? + с082 рзш? фр) (2а соз ф)8 ар = 
—я/2 тк 
п/2 
1 
= 3(2а)°У 1+2 ] (Е? с038 ф + с088 фа? ф) ар. 
—п/2 


Вычислив этот интеграл, получим 
а М1 + 22 (804? +7). 


Аналогичный результат получается и в случае а < 0. 


5.3. Мера К-мерного параллелепипеда. Пусть в п-мерном евкли- 
довом в Е” заданы К линейно независимых векторов 
а!, а2,...,ак. Как обычно, множество всех точек М Е ЕВ" с радиус- 
векторами 


Е й Е к 
г= У ‘ваз . (1) 
1=1 


где 0 <&; < 1 для любого 7 = 1,2,...,К, называется К-мерным 
параллелепипедом, построенным на векторах а1,а2,...‚ ах (или 
натянутым на эти векторы) и обозначается Р (а!1,а2,..., ах). 
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В этом пункте получим формулу для вычисления К-мерной меры 
параллелепипеда Р (а1,а2,...,а»). Отметим, что случай К = п 
рассматривался в п. 3.3. Однако полученная там формула не обоб- 
щается на случай, когда К < п. 


Через В обозначим К-мерное евклидово подпространство про- 
р р 


странства ®”, которое натянуто на данные векторы а1,а2,... ‚ах. 
В Е* выберем некоторый ортонормированный базис е1,е2,...,ех, 
и через 771,...,7к обозначим координаты вектора г в формуле (1), 
а через о1;,..., Як; — координаты вектора а; по этому базису. 
Тогда 
к 
&= >) ошё, 1=12,...,Ё. | (2) 
= | 


Следовательно, рассматриваемый К-мерный параллелепипед Р яв- 
ляется образом К-мерного единичного куба при линейном отобра- 
жении (2), поэтому его К-мерная мера вычисляется по формуле 


тР (а1, а2,...,ак) = | её А|,› (3) 
где А — матрица отображения (2). 

В отличие от случая к=п, в случае К < п формула (3) является 
неудобной длявычисления меры параллелепипеда Р (а1,а2,...,ак), 
так как элементы матрицы А остаются неизвестными (в частно- 
сти, они существенно зависят от выбора ортонормированного ба- 
зиса в В*). 

Преобразуем формулу (3). Для этого заметим, что если А* — 
транспонированная матрица отображения (2), то 


А*А = 
от 1 ... @1 Г аш 912 ... би 
@12 022 ... @2 021 022 ... 26 
= у : : = : : = [|6%;|, 
Око @2к ... К Окт ко ... СЕК 
где ||6;;|| — квадратная матрица К-го порядка с элементами “” 
к = 
Ь;; = — О Ощу. (4) 
1=1 
Черезе!, е2,... ‚ек, ер+1,... ‚ел обозначим ортонормированный 
базис в В”, который получается дополнением базиса е1,е2,...,екв 
К*. В этом базисе вектор а; имеет координаты @1;,...,@ку,0,...,0. 


Поэтому из (4) следует, что элемент 6;; равен скалярному произ- 
ведению (а;,а;) векторов а; и а;. Таким образом, 


А*А = || (аъ а;) || 
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А так как определитель произведения матриц равен произведению 
определителей этих матриц, то 


| её | = \/Че | (вы, а;) |. (5) 
Из равенств (3) и (5) следует, что 
т, (а1,а2,..., ак) = Че | (а; а;) ||. (6) 


Как известно, матрица || (а;, а; || называется матрицей Грама 
системы векторов а1,а2,..., ак, а ее определитель — определи- 
телем Грама этой системы. 

Таким образом, определитель Грама системы из К векторов 
равен квадрату К-мерной меры параллелепитеда, построенного 
на этих векторат. 

Отметим частные формулы (6). 

Если К =1, ап любое, то, очевидно, тР (а!) = [а!|. Если же 
К =2 ап = 3, то 


Чей | (а,, а.) || = (ал, ал) (а, а2) — (а1,а2)? = 
= [аи "ал? (1 — соз? (а, а2)) = |[а1, аз], 
где [а;, а2| — векторное произведение векторов а1 и а2, и поэтому 
тР (а1,а2) = |[а:,а2]|. 
Наконец, если К = п = 3, то 
Че! || (аз ау) | = |Чеё А]? = | (аз, ао, аз) |, 


и поэтому > 
т (а1, аз, аз) = | (а1, аз, аз) |, 


где (а, аз, аз) — смешанное произведение векторов а1, а, аз. 


5.4. Мера К-мерной поверхности в п-мерном евклидовом про- 
странстве, Пусть непрерывно дифференцируемое отображение 


г=г(, Е ОС В», (1) 


ге ё = (#,.... &), задает гладкую К-мерную поверхность 5 в п- 
мерном евклидовом пространстве В”. Тогда каждой замкнутой 
К-мерной клетке 

к 


Ад= ве +АЫ, (2) 


1=1 


целиком лежащей в области О, на поверхности 5 соответствует не- 
который ”криволинейный параллелепипед” А5. При достаточно 
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малых Ай можно считать, что А5 мало отличается от паралле- 
лепипеда, построенного на векторах Ат, 1=1,2,..., К, где Ат 
— разность функции г(#) по переменной &; с шагом Д&, т.е. 


Дет ... В+АЦ, ..., о Е 
Как известно, объем этого параллелепипеда равен 


Че (Аз, Аут), 











где под корнем стоит определитель Грама векторов Аг, ..., Акг. 
А так как 
дг 
Ах = — Ан + о(АЕ) 
9 
при АЕ -> 0, то при достаточно малых АЫ,..., А 
дг дг у 
её (Ах, Аг) = Зе —, — тд)?, 
У) 
дг ог 


где 4е — определитель Грама векторов — 


Е, 








и =) 
94,’ де; 


атА  — мера К-мерной клетки (2). 


Пространство В, в котором лежит область О, разобьем на 
клетки и рассмотрим сумму 


Е дг дг 
е —_ = 
д’ дЕ; 
по всем замкнутым клеткам А, целиком лежащим в области О. 
Будем считать, что площадь К-мерной поверхности 5 равна пре- 


делу суммы (3), когда максимальный диаметр клеток стремится 
к нулю. А этот предел, как известно, равен интегралу 


дг дг 
д; ’ Е; 
р 
Покажем, что величина интеграла (4) не зависит от способа 
р 
параметризации поверхности 5. Здесь под допустимыми преобра- 


зованиями параметров понимаются диффеоморфизмы с отличным 
от нуля якобианом. Пусть 


=8&), &ЕБ, (5) 
— допустимое преобразование параметров поверхности 5. Тогда 











(3) 















де 











|6 ... 4. (4) 


бы 98 


8 Зак. 193 
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Легко проверяется, что 


(2: в) || (^,® 
дёа’ Эёв 04,’ 0; 


где /(&) — якобиан диффеоморфизма (5): 
Э(, ..., 1) 
Э(Е1,..., 6%)” 


Отсюда и из формулы замены переменных в кратном интеграле 
следует, что 


(5=. %.) 
дЕ;’ 9Е; 


де 

















9 


1(8) = 






де 








|4, .. к = 





р 





дг 
за (2, 9 


Таким образом, хотя в интеграл (4) в явном виде входят пара- 
метры поверхности 5, однако его величина не зависит от способа 
параметризации. 





Определение 1. Для любой гладкой К-мерной поверхности 
5, заданной отображением (1), величина, равная интегралу (4), 
называется площадью или К-мерной мерой повертности 5 и 0бо- 
значается 5. 


Таким образом, по определению, 


дг дг 
„з=] аа | (5 :ь) 
р 


где интеграл можно понимать как в собственном, так и в несоб- 
ственном смысле. 

Покажем, что так определенная площадь гладкой К-мерной по- 
верхности обладает свойством аддитивности. 

Пусть поверхность 5 задана отображением (1), где 2) — область 


К-мерного пространства В*, и пусть область О гладкой или кусочно- 
гладкой (К - 1)-мерной поверхностью 77 разбита на две области О: 
и По. Через 51 и 52 обозначим соответствующие им поверхности, 
а через Г’ — образ позерхности // на поверхности 5. В этом слу- 
чае будем говорить, что А-мерная повертность 5 кусочно-гладкой 
(Е — 1)-мерной поверхностью Г разбита на части 51 и 52. То- 
гда свойство аддитивности площади поверхности формулируется 
следующим образом: 








| 4, (6) 
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Если гладкая К-мерная поверхность 5 кусочно-гладкон 
(К — 1)-мерной поверхностью разбита на две части 51 и 55, 
то 
и9 = #51 + 52. 


Определение 2. Для любой поверхности 5, которая явля- 
ется суммой конечного числа гладких К-мерных поверхностей, сум- 
ма площадей этих поверхностей называется К-мерной площадью 
(или мерой) поверхности 5 и обозначается 5. 


Рассмотрим частные случаи формулы (6). 

При К = 1 область Р С В! — это некоторый промежуток А 
на прямой В!, а 5 — это кривая Г в пространстве ®”. В этом 
случае Н =: ЕД, (г, г') = |г'(1 2, а формула (6) превращается в 
формулу для вычисления длины кривой Г: 


5 
реа | |914, 
а 


где а, — концы промежутка А. 
При К = п матрица Якоби отображения (1) квадратная, а 5 --- 
это область в пространстве В”. В этом случае 


дг дг 

д;’ 0; 
где г’(#) — матрица Якоби отображения (1), а формула (6) пре- 
вращается в формулу 


иб = | 1аеьг 94 = | = =тб, 
р 


5 


де! = | Чеёг' (В, 














где тб — мера области 5. 
Наконец, если п =ЗиК=2, то 


2 6) | _ [= д] 
дн’ 0; УИ д’ 96 
и формула (6) принимает вид 
дг дг 
из= | [к д 8 
р 


Как обычно, особый интерес представляет случай, когда 5 -- 
это (п — 1)-мерная поверхность, являющаяся графиком функции 


т, = 1 (2), ЕП, п 


4е 


} 














ан ар. 








8* 
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где 1 = (1т1,..., тп-1). В этом случае радиус-вектор г в формуле 
(6) имеет координаты 11,152, ..., 2и-1, 1(2). Следовательно, 
Ел Л зы. ПЛ 








ЭР 0 ВН 1+1 о ЛЬ 
че |(5= в) : : : ж 
риал рыл. Л 


где |; = о. $=1,2,...п-1. 
дт; 
Вычисление этого определителя (п -— 1)-го порядка сводится к 
вычислению аналогичного определителя (п — 2)-го порядка. Дей- 
ствительно, обозначив их через А„_1 и Ал_2, получаем 


1+ ЛЬ .. ЛА 
Ал: = А„_2 + ВЛ 1+1 —. а 


’ 


ал Ла. 

В последнем определителе из последней строки вынесем множи- 
тель 1, и такой же множитель вынесем из последнего столбца. 
В результате останется определитель, равный 1. Поэтому спра- 
ведлива рекуррентная формула А»-1 = Ал_2 + /2_, из которой 
следует, что Ап_1 =1+[+...+ 2. 

Таким образом, для поверхности 5, которая является графиком 
непрерывно дифференцируемой функции (7), справедлива формула 





д; \? ду \?_ 
и ] + (5) ++ (5) т, (8) 
р 
которую можно записать еще и так: 


и5 = [м + |УЛ2а, 
р 


где У/ — градиент функции ], а ди — элемент (п — 1)-мерного 
объема. 


Пример 1. Вычислим площадь поверхности сферы 5„(Ю): 
тета +... +12 = В2. 


Очевидно, поверхность 5» (К) есть сумма поверхностей 51 (В) и 5; (В), 
которые являются графиками функций 


=, = \/ 2 — 1, 
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где 2 = (х1,..., ти_1). Тогда из формулы (8) следует, что 
а 


УЕ’ ь 


где К„_1(В) — (п- 1)-мерный круг радиуса В. 
Сделав замену 


и5,(В) =28В 
К,- (В) 


т1 = А&,....1п-1 = Ави, 


получим 


и95(В) =28"-\ . 
К,--1(1) 


а тЫЕ п—1 
ТЕ В" и5и(1), 


где & = (&,.... 1). Положим & = (&,..., &и-2). Тогда 


и, (1) =2 . 4 


К,-2(1) —М1-1&Р2 = [2 = | 


ыо | «= [ 4 = т-тК»-2(1), 


К»-2(1) —1 К»-2(1) 


Чп—1 


где тК„_2(1) — объем единичного (п — 2)-мерного шара. Отсюда и из 
формулы для объема п-мерного шара следует, что 


&—1 2 
ибзь(1) = 2т. @-м -( Е 1!’ 
2(2п)*-1 — 2(21)* 
#зь+1 (1) = 21. И 7 а т 


В частности, 
№52 (1) = 2м, №53 (1) = 4м, №54 (1) г 2т?, 


и (1) = 3, шв(1) = 23. 


5.5. Интеграл от функции по К-мерной поверхноети. Пусть 5 — 
непрерывно дифференцируемая К-мерная поверхность в п-мерном 
евклидовом пространстве К”, заданная отображением 


г=г(#), 1ЕШ, (1) 
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где Р — измеримая область в пространстве В, К < п. Предполо- 
жим, что 5 имеет конечную площадь, и на 5 задана функция }. 


Как и выше (см. п.5.2), для любого разбиения т = {Ш!,..., Ом} 
области О множество поверхностей 5; = {г(№, Е О}, 1 = 
= 12,..., М, называется разбиением повертности 5 и обозна- 


чается т(5), а суммы 


М м 
з({;т) = У`тнибь 5(1;т) = У Ми, 
1=1 =1 
где т; и М; — точные грани (соотв., нижняя и верхняя) функции 
{ на 5;, называются интегральными суммами Дарбу функции }. 
Очевидно, 3({;т) < 5(1;т) Ут($5). 
Определение 1. Если 


вирз(/;т) = (т), (2) 
т 
то функция } называется интегрируемой, а число (2) — инте- 


гралом от функции | по повертности 5 и обозначается 7 ра5. 


5 
Этот интеграл называют еще повертностным интегралом 
1-го рода. 


Как и вп.5.2 доказывается следующее утверждение. 


Теорема. Пусть поверхность 5, заданная отображением 
(1), непрерывно дифференцируема и имеет конечную площадь. 
Тогда, если функция } непрерывна и ограничена на поверхности 
5, то она интегрируема на 5 и справедлива формула 


[лаз = || небо) аще аь (3) 
5 р 
где ||(г›г’)|| — матрица Грама векторов 
‚ д ‚ д 
г! = 


— м = —. 
дн й О 


Формулу (3) иногда принимают за определение поверхностного 
интеграла 1-го рода. Отметим, что кратный интеграл в этой фор- 
муле может быть как собственным, так и несобственным. 

Если 5 есть объединение непрерывно дифференцируемых па- 
раметрически заданных поверхностей 51, 52,..., бм, то, по опре- 

, 


делению, 
М 
] 145=уУ` | 145. 
5 


$=1 5; 


Глава 12 


ОСНОВНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ 
ДЛЯ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


$1. Криволинейные интегралы и формула Грина 


1.1. Криволинейные интегралы: определения, основные свой- 
ства и некоторые обобщения. В этом параграфе мы получим одну 
из классических формул математического анализа — формулу 
Грина, которая связывает двойной и криволинейный интегралы и 
в некотором смысле является аналогом формулы Ньютона-Лейбни- 
ца. Сначала кратко напомним определения и основные свойства 
криволинейных интегралов (см. 8 6 главы 7). 


Пусть задана спрямляемая кривая у =АВ, и пусть з — пере- 
менная длина дуги этой кривой, отсчитываемая от точки А. Через 


М, обозначим точку кривой 7, для которой | АМ; | = 3. Тогда для 
любой функции }(М), М Е 7, интеграл 


5 
[ имдаь, 8=| АВ}, 
0 


называется интегралом от функции /] по кривой 7) (или криволи- 


нейным интегралом 1-го рода) и обозначается | [аз или ) рая. 


Таким образом, по определению, 


в 
В 


где 5 — длина кривой 7. 
Криволинейный интеграл 1- -го рода не зависит от ориентации 


кривой, т.е. о от ] по АВ равен интегралу от } по ВА. 
Если кривая 77 = {г(, а<1< :й гладкая, то 


[ Гу = | име" аь (1) 
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где М, — точка кривой ^/ с радиус-вектором г(#). Эта формула 
понимается в том смысле, что если один из интегралов существует, 
то существует и второй, и они равны. 


— 


Пусть теперь спрямляемая кривая 77 =АВ в каждой точке М Е 
Е 7 имеет единичный касательный вектор { = КМ), направлен- 
ный в сторону возрастания переменной дуги $ (см. 8 6 главы т): 
Через [; обозначим 1-ю координату вектора {. Тогда для любой 


функции }(М), М Е 7, интеграл | ]1; 47 называется криволи- 
нейным интегралом 2-го рода по кривой 77 от функции } по 41; 
и обозначается | }4х;, где х; — 1-я координата точки М. От- 


. 
метим, что криволинейный интеграл 2-го рода меняет знак при 
изменении ориентации кривой. 
Известно, что если кривая 7 = {г(К), а << 5} гладкая, то 


лан =  НебуКо (2) 
у 
где кривая 7 ориентирована параметром $. Это равенство пони- 
мается в том смысле, что если существует один из интегралов, то 
существует и другой, и они равны. 

По определению, интеграл по кусочно-гладкой кривой равен 
сумме интегралов от рассматриваемой функции по всем гладким 
кускам этой кривой. 

В этом параграфе в основном будем рассматривать криволи- 
нейные интегралы на плоскости. Особый интерес представляет 
случай явного задания кривой 7, по воторыЕ происходит интегри- 
рование. 

Из формул (1) и (2) следует, что если кривая ^у имеет явное 
представление у = (т), а < т<Ь, то 


фея лы У аь, (3) 
] Иен) ат = | в.) (4) 


] Деу) = | Пер)" (в) а, (5) 
я а 


где 77 ориентирована переменной т: от точки т = а до точки х = Ь. 


$1. Криволинейные интегралы и формула Грина. 129 


Заметим, что при вычислении интеграла (4) не требуется ни- 
какой дополнительной гладкости от функции ф, кроме непрерыв- 
ности. Этот факт наводит на мысль о возможности обобщения 
понятия криволинейного интеграла 2-го рода. Для этого исполь- 
зуют специальные интегральные суммы (для сравнения см. конец 
п.6.2 $ 6 гл. 7). 

Пусть плоская кривая 7) имеет представление г == т(#), у = у(#, 
а <ЕЗХ Ь, и пусть на 5 задана функция {. Через т обозначим 
некоторое разбиение отрезка [а;6] точками 


а=и<и<ь<... < Ш=Ь 


и рассмотрим интегральную сумму 


М 
Ут / (=, и(Е))Ат (6) 


1—1 


где &;—, < & ЗВ, Дт; = 2(6)) — т(6-1). Тогда, если существует 

предел этой суммы при |т| + 0, т.е. по любой последовательности 

{т»}, у которой Шт |т.| = 0, и этот предел не зависит от выбора 
пс 


точек &;, то он называется криволинейным интегралом ] рат. 


т 
Отметим, что этот интеграл заведомо существует, если функ- 
ция ] на кривой // непрерывна, а функция х = т(Й) на интервале 
(а;5) имеет интегрируемую производную. 


Аналогично определяется и интеграл ] {ач. 


я 
Легко видеть, что если кривая 77 гладкая, то новое определе- 
ние равносильно данному ранее определению криволинейных ин- 
тегралов 2-го рода по кривой 77. Однако, согласно новому опреде- 
лению, в случае явного задания у = (т), а < т < Б, кривой 7 ин- 


теграл ] (т, у) ат существует и в тех случаях, когда функция ф 


7 

не является дифференцируемой на [а;6]. А именно, этот интеграл 

существует тогда, когда сложная функция {(т, р(т)) интегрируема 

на отрезке [а;6], причем в этом случае справедлива формула (4). 
В качестве упражнения предлагается доказать, что так опреде- 

ленные криволинейные интегралы не зависят от выбора предста- 

вления ориентированной кривой. 
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Замечание 1. Из интегральной суммы (6) видно, что если коор- 
дината 1 на кривой 77 не меняется, то | Г ах = 0 для любой функции }, 
я 


определенной на ‘у. Аналогично, если не меняется у на `у, то ] ау = 0. 


" 
Если же кривая 77 такая, что 5(#) = то, у(#) = уо для любого Ё Е [а;6], 
т.е. у — это точка с координатами то, уо, то 


[Ре+@4=0 
> 


для любых функций Р и О, определенных на 7. 


Замечание 2. Пусть непрерывно дифференцируемое отображе- 
ние, задаваемое формулами 


х = т (п), у = У(&,т), 


отображает область @ на область С. Пусть, далее, 77 — непрерывно диф- 
ференцируемая кривая: 


& =), п=1®, а<ахь 


лежащая в области П, а Г — ее образ в области С’. Тогда для любых 
непрерывных функций Р(т, у) и О(т, у), (т, у) Е С, имеем: 


ь 


| Рау : (Ра (9 + 9и(0) = 


Г а 


ь Ь 
= Реле +ет(д) а + || ели +91: (1)) & = 


ь ь 
= ) (Ри бе + | (Ри += 


= Де + Чи) 4 + (Рх +9) т 
т 


Следовательно, 


[Раз +Оду= Де + Фу) аЁ + (Ра, + Фу) ат, 
Г у 


где кривая 7) и ее образ Г ориентированы параметром $. Эту формулу ино- 
гда называют формулой замены переменных в криволинейном линей- 
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ном интеграле. Она формально почти очевидна: нужно заменить кри- 
вую Г кривой 7, а дифференциалы 4х и 4у полными дифференциалами 
поб ип: 

ат = +1, 4у = Е+У, Ч. 


1.2. Формула Грина для клетки. Согласованные ориентации 
области и ее границы. Сначала сформулируем и докажем одно 
простое утверждение, которое сделает естественным дальнейшие 
определения и обобщения. 

Пусть в плоскости В2 фиксирована некоторая прямоугольная 
система координат т, у, и пусть А — некоторая открытая клетка, 
т.е. Д = (а;5)х (с; а}, а А — ее замыкание, т.е. А = [а; 6] х [с; 4]. 
Через ОД, как обычно, обозначим границу множества Д. 


Лемма. Если функции Р(т,у) и О(т, у) определены и непре- 


рывны на А, а из производные Р, и О’ непрерывны и интегри- 
руемы на А, то справедлива формула 


И (52 _ 5») ах ау —/2859% (1) 


где обтод ВА совершается против часовой стрелки, если си- 
стема координат т, у правая (рис. 12.1), и по часовой стрелке, 
если система координат т,у левая (рис. 12.2). 





Рис. 12.1 Рис. 12.2 


Доказательство. По формуле сведения кратного интеграла 
к повторному Ее 


[Г ат ау = [ь[° 2 | ву [ов 


В а части стоит разность двух интегралов: первый инте- 
грал — это криволинейный интеграл по отрезку ВС, а второй — 
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это интеграл по отрезку АД. Следовательно, 


|4 = [ аы- Г еы= [4+ [94% 
А вс Ар вс РА 


А так как интегралы от © 4у по АВ и СО равны нулю, то 


[544 = [ 94. 
д 


АВСРА 
Аналогично доказывается, что 


Г зиаевь=- [ Ра» 
А АВСРА 


Лемма доказана. 

Формула (1) называется формулой Грина. ‘Таким образом, 
формула Грина справедлива для любого прямоугольника со сто- 
ронами, параллельными. осям координат. 

Отметим, что в формуле Грина (1) ориентация контура ДА 
существенно зависит от того, какая система координат выбрана: 
правая или левая. В соответствии с этим говорят, что плоскость 
(и любая область на этой плоскости) имеет две ориентации: одна 
задается правой системой координат, а другая — левой системой 
координат. 

В формуле Грина (1) во всех случаях ориентация контура ДА 
выбирается следующим образом: если [и п — единичные векторы 
касательной и внешней нормали к контуру ДА, то пара векторов 
{п,1} в любой точке кривой ОД, где они существуют, ориентиро- 
вана так же, как и базис выбранной системы координат. В этом 
случае говорят, что ориентация границы ОД согласована с ори- 
ентацией области А. 

Формула Грина справедлива для`широкого класса областей. 
Во всех случаях в этой формуле ориентация границы согласована 
с ориентацией области в вышеуказанном смысле. Дадим точное 
определение этому понятию. 

Пусть гладкая ориентированная кривая Г является границей 
или частью границы области С’, причем область С лежит по одну 
сторону от кривой Г. Это означает, что у любой точки Мо Е Г 
существует окрестность О (0) такая, что если [М М2] — отрезок 
нормали к кривой Г в точке Мо такой, что 


М: # Мо, М # Му Ме [М.М с О(Мо), 
то один из отрезков [Мо М1] или МоМ?] принадлежит замкнутой 
области С, а другой — множеству В?\С. Тогда, если, например, 
[МоМи с ©, то луч [МоМ,!) называется внутренней нормалью 


к кривой Г, а луч [Мо М2) — внешней нормалью к кривой Г в 
точке Мо относительно области С. 
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В каждой точке М Е Г через { обозначим единичный вектор 
касательной, направление которого соответствует ориентации кри- 
вой Г, а через п — единичный вектор внешней нормали к кривой 
Г в точке М относительно области С. 

Определение 1. Пусть на плоскости В2, в которой выбрана 
некоторая правая (или левая) прямоугольная система координат, 
задана область С, и пусть ОС — ее граница. Говорят, что ору- 
ентация гладкой кривой Г С 0С согласована с ориентацией 
области С, если в каждой точке М Е Г упорядоченная пара век- 
торов {п,{} образует правую (левую) систему координат. В этом 
случае будем говорить, что кривая Г С дС ориентирована от- 
носительно области С положительно, а в противном случае - 
отрицательно. 


Определение 2. Пусть на плоскости В2, в которой выбрана 
некоторая прямоугольная система координат, задана область С 
с кусочно-гладкой границей ОС’. Тогда, если любая гладкая часть 
границы области С' ориентирована положительно относительно об- 
ласти С’, то говорят, что граница ОС области С ориентирована 
положительно (относительно области С). 

В дальнейшем для простоты всюду будем рассматривать только 
правые системы координат. В этом случае положительная ориен- 
тация границы ОС’ области С означает, что при движении по ОС 
в направлении согласно ориентации область С остается слева. От- 
метим, что последнее правило имеет смысл для любой области с 
непрерывной ориентированной границей. 

Рассмотрим несколько примеров. 

На рис. 12.3 изображен круг с положительно ориентированной 
границей Г. Отметим, что в этом случае окружность Г обходится 
против часовой стрелки. 





Рис. 12.3 Рис. 12.4 


На рис. 12.4 изображено круговое кольцо с положительно ори- 
ентированной границей. В этом случае граница состоит из двух 
окружностей у и Г. Внешняя окружность Г обходится против ча- 
совой стрелки, а внутренняя окружность ^у — по часовой стрелке. 
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1.3. Формула Грина для областей, элементарных относительно 
обеих осей координат. В предыдущем пункте мы доказали формулу 
Грина для прямоугольников со сторонами, параллельными осям 
координат. Почти так же она доказывается и для областей, которые 
элементарны относительно обеих осей координат. 


Определение. Область С С В? называется элементарной 
относительно оси у, если 


а={():2е (06), д@<учфе®ь ‘@) 


где функции ф1(т) и ф2(т) определены и непрерывны на отрезке 
[а; 6] (рис. 12.5) 
Аналогично, если 


С = {(т;у):уЕ (са), ч1(у) <= <42(у)}, (2) 


где функции 1(у) и 42(у) определены и непрерывны на отрезке 
(с; 4], то область С называется элементарной относительно оси 
х (рис. 12.6). 





ут) 

[1 х=у20) с 
у фи 

а Ь 
Вис. 12.5 Рис. 12.6 


Теорема 1. Пусть область а элементарна аи 
обеих осей координат. Тогда, если функции Р(т,у) и О(т,у) 


определены и непрерывны на замкнутой области @, а их про- 


изводные — и — непрерывны и ис оруемя на С, то 


ду 0х 


|] (=- в, ат эс | аж (3) 


где ОС’ — положительно ориентированная граница области С. 
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Доказательство. Так как область С элементарна относи- 
тельно оси у, т.е. задается равенством (1), то 


“ 


ЭР ь пор , 8: 
[ де 24 = | 4 ] ду = 
с а ф1(2) 


- | теоцеае- | пооцеувь= [ Рад- [ в» (4) | 
а а 72 71 


где кривые 7; и 772 — это графики функций ф1 и 2, ориентиро- 
ванные переменной т. 

Легко видеть, (см. рис. 12.5), что кривая ^/1 ориентирована по- 
ложительно относительно области С’, а кривая 772 — отрицательно. 


Пусть 71 =АВ, 2 =ОС. Кроме этих кривых, граница области С 
может содержать еще два отрезка АД и ВС, параллельные оси у, 
по которым интеграл от Р 41 равен нулю. После этих замечаний 
из равенства (4) получаем: 


[ бу 424и = | Ра=- | Ра = о 
б 5: | 


РТ: ’ АВ т, 
=- [ ае- | раг- | ваз | рае-- | ра 
АВ вс ср РА де 


Аналогично, так как область С элементарна относительно оси 
т, то (см. рис. 12.6) 


а “т 
3 атау = Гы ] 9. 2 = 
с ® 


- | обнбдьйць- оо ни [оч ]&- 


434 


= в ов в [аа [9% 


в 
Е 


с 
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Таким образом, если область С элементарна относительно обеих 
осей о то справедливы " 


а дс с дс 


из которых и следует формула Грина (3). Теорема 1 доказана. 
Для краткости положим 


и = Ра: + ау, (5). 
900 0Р > 
аш = (52 - 5») 4х ау. | (6) 


В этих обозначениях формула Грина для области С принимает 


ВИД: 
фм 
6 96 


где ОС’ — положительно ориентированная граница области С. 

Выражение (5) называется дифференциальной формой 1-го по- 
рядка от двух переменных, а выражение (6) — дифференциалом 
формы и. Он вычисляется следующим ыы 


ам = и м 


ОР ОР 90 90 
= (5 в у) ат + [242+ 52 у) ау, 


причем считают, что 4х 4х = ауау = 0 и дауах = —ахау. 
Примерами областей, которые элементарны относительно обеих 

осей координат, являются круг, внутренность эллипса, треуголь- 

ник и, вообще, произвольный выпуклый многоугольник. Легко 


$ 


видеть, что таким свойством обладают многие ограниченные вы- . 


пуклые области. 


Теорема 2. Если область С гладкими кривыми без точек 


самопересечения можно разрезать на конечное число областей, 
для которых справедлива формула Грина, то для области а 
тоже справедлива формула Грина. 


— 


Доказательство. Пусть простая гладкая кривая АВ область 
С разрезает на две области С1 и С2. Это означает, что концы 
этой кривой лежат на 9, а все другие ее точки принадлежат С. 


Поэтому АВ = ОСП 96, причем, если, например, кривая АВ 
ориентирована положительно относительно области С, то относи- 
тельно области Со она ориентирована отрицательно (рис. 12.7). 


он Пр нны авы аны ао ната, > р: 
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Тогда, если для областей С\ и С>2 справедлива формула 


ре | 


так как интегралы по АВ и ВА взаимно уничтожаются. Для 
большего числа разрезов рассуждения аналогичны. Теорема 2 до- 
казана. 





в Рис. 12.7 Рис. 12.8 


Пример 1. Четырехугольник АВСО, изображенный на 
рис. 12.8, является элементарным только относительно оси у, однако 
отрезком АС он разбивается на два треугольника АВС и АСР, которые 
элементарны относительно обеих осей координат. Следовательно, для 
четырехугольника АВСЛ формула Грина справедлива. 


Пример 2. Круговое кольцо С (см. рис. 12.4) не является элемен- 
тарной областью ни относительно оси т, ни относительно оси у, однако 
осями координат оно разбивается на четыре области, каждая из которых 
элементарна относительно обеих осей координат. Следовательно, в этом 
случае тоже справедлива формула Грина: 


Е 


где ОС состоит из двух окружностей Г и 77, причем обе они ориенти- 
рованы положительно относительно области С. Так что, если через Г+ 


и 7+ обозначить окружности Ги 7, ориентированные против часовой 
стрелки, то 


9 о . 
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Иногда направление обхода контура обозначают на самом криволиней- 
ном интеграле при помощи окружности со стрелкой и тогда формулу (7) 
записывают в следующем виде: 


пе | 


1.4. Формула Грина для простых областей. Область С С Е? на- | 
зывается простой областью, если она элементарна относительно 
одной из осей координат, причем, если, например, 


= {(в.у): Е (0), ф(@) <у< (2), 1 


то функции ф1(т7) и $2(т) непрерывны на отрезке [а;6] и непре- 
рывно дифференцируемы на интервале (а;5). | 


Теорема. Пусть функции Р(т,у) и О(т,у) определены и | 
непрерывны на замыкании простой области С. Тогда, если они 
непрерывно дифференцируемы и их производные ограничены на 

С, то справедлива формула Грина 


) 1 т ] в | (2) 
с 6 6 м 


Напомним, что здесь их = Раг + Сау, а ОС ориентирована 
положительно относительно области (1. 





Рис. 12.9 


Доказательство. Пусть область С элементарна относительно 
оси у и задана равенством (1). Тогда она (рис. 12.9) является обра- 
зом прямоугольника А = (а;5) х (0;1) при отображении. 


т (3) 
у = 1(6) +1 (62() - Ф1()), 
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у которого 


д(5, у) _ 

(Е, т) ф2(Е) $Ф1 (=) . ты 

Отображение (3) взаимно однозначно на открытом прямоуголь- 

нике Д, но оно может быть неоднозначным на ОА. Например, 

отрезок ГА’! ‚ который является образом отрезка АД, может вы; 

родиться в точку. ее 
Легко видеть, что 


еее [+ [+ 


А’В В'С' ср РГА! 





Отсюда по формуле замены переменных в криволинейном инте- 
грале получаем: 


еее риа © 


= (Рё + Чу) аё + (Ри + ду!) #1. 


Для прямоугольника А формула Грина уже доказана, поэтому 


] а ] ды (5) 
9А ’ А . 


Легко вычисляется, что 


„(99 ЭР\ бе.) 
в - (= -=) бете" 


Тогда из формулы замены переменных в кратном интеграле сле- 
дует, что 


где 





о еее о 


Теперь из (4), (5) и (6) получаем: :- = 
ш = . а* = й 4и* = ] [ аи. 


дс 
Теорема доказана. 
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Следствие. Пусть функции Р(т,у) и О(т,у) непрерывно 
дифференцируемы в области С, непрерывны на ее замыкании, 
и ит производные ограничены на С. Тогда, если область С 
прямыми, параллельными осям координат, можно разбить на 
конечное число простыт областей, то справедлива формула 
Грина (2). 

Справедливость этого утверждения следует из доказанной выше 
теоремы и теоремы 2 предыдущего пункта. 


Пример. Область 
в= [в :0<2<1, гв; <у<1] (7) 


при любом а > 0 является элементарной относительно оси у. А так как 
при любом а > 0 функция у = 1° зш -— непрерывна на отрезке [0; 1] 
х 


и непрерывно дифференцируема на интервале (0;1), то область (7) при 
любом а > 0 является простой и, следовательно, для нее справедлива 
формула Грина. 

Отметим, что область (7) не является элементарной относительно оси 
х. Более того, ее нельзя разбить на конечное число областей, элементар- 
ных относительно обеих осей координат. 


1.5. Вычисление площадей с помощью криволинейных инте- 
гралов. Пусть к области С С В? применима формула Грина: 


Л (=-) ау = | Ре +94, (1) 
с ЭС. 


Тогда площадь области С’ можно вычислить с помощью криволи- 
нейных интегралов по ее границе О@. Действительно, полагая 
@ =тиР = 0, получаем: 


Е ] а (2) 
Эс _ | 

Если же положим ©) =0иР = -у, то получим: 

тб = — [уф = (3) 
9< т 
Наиболее используемой является формула 

1 

тб = 5 [зу — уаз, (4) 
Эс. 


которая получается из формулы (1) при О =тиР=-у. 
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Напомним, что в формуле (1) и, следовательно, в формулах (2), 
(3), (4) система координат правая, и граница ОС' области С'`ори- 
ентирована положительно, т.е. при ее обходе согласно ориентации 
область С остается слева. 

Рассмотрим несколько примеров. 


Пример 1. Найдем площадь области С, ограниченной эллипсом с 
полуосями а и 6. 


Так как площадь инвариантна относительно движения, то можно 
считать, что эллипс задан уравнениями 


=ас03% у=фзшЬ ТЕ [0; 2 |. (5) 
Заметим, что для рассматриваемой области С’ формула Грина доказана, 
и что параметром # эллипс (5) ориентирован положительно относительно 


области С. Поэтому по формуле (4) получаем: 


2" * з в 
1 2 52 п 
т = 2 аб(соз” # + зп” $) = паб. те 
о 


Пример 2. Найдем площадь области С’, ограниченной астроидой: 
т=ас0334, у=ФзшЗЬ ЕЕ [0;2т|, 
“глеа>0иь> 0. | | 8 
Легко видеть, что параметром # эта астроида ориентирована поло- 


жительно относительно области С. Кроме того, область С’ элементарна 
относительно обеих осей координат. Поэтому 


2п . 
та = 5 ] За (соз* & 1? $ + зп“ #09? #) 4 = 
о 


2л 2п 
= 206 [и сов :&= о |[ и? 24 = 
о о 


2п 


3 1- со; 4 3 
= воь [ и = Вто 


0 


Таким образом, Е ее 
3 
т@ = паб, 
п 
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В конце заметим, что если С — криволинейная трапеция, с0- 
ответствующая неотрицательной функции у = ] (т), тЕ [а;6], т.е. 


С = {(5, у) :тЕ (а;5), 


0О<у< /(2}}, 
то по формуле (3) получаем (рис. 12.10): 


тб = - [зе = 





86 
| р Е 
Рис. 12.10 =- [э@-= [у = ]| ада, 
ВА АВ ы 


что, вообще говоря, и должно получиться. 


1.6. Теорема о продолжении функции © компакта. Прежде всего 
докажем несколько вспомогательных утверждений. 


Лемма 1. Для любого конечного интервала (а:5) и любого 
отрезка [а’;6'] С (а;5) существует бесконечно дифференцируе- 
мая функция [ (т), тЕ В, которая равна 1 на [а'; 9] и нулю вне. 
(а;5). Кроме того, 0 < }(т) < 1 для любого тЕ В. 


Доказательство. Легко показать, что функция ф(т), рав- 
1 

ная ехр (-; для т > 0 и нулю для х < 0, бесконечно дифферен- 
х 


цируема на Е (для этого достаточно показать, что она бесконечно 





Рис. 12.11 | Рив. 12.12 


дифференцируема в точке г = 0) (рис. 12.11). Отсюда следует, что 
функция , 
а (т) = ф(5 — а)ф(-= +а) 

бесконечно дифференцируема на К, положительна на интервале 
(а; а’) и равна нулю вне этого интервала (рис. 12.12). 
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Тогда функция 


х 


(в) == — | «(04 


] аа ^^ 


—с 


равна нулю для х < а иединице для х 2 а’. 
Кроме того (рис. 12.13), она на В монотонно возрастает и такая, 
что 0 <а!:(5) <1 УтЕБВ. 





Рис. 12.13 Рис. 12.14 к 


Аналогично, функция 


В(т) = $(т-5)$(-2+5) 


бесконечно дифференцируема на К, положительна на интервале 
(Б'; 6) и равна нулю вне этого интервала. Тогда функция 


Ви (=) = =] Ва 
о 4 * 





, —со 
равна единице для т < В и нулю для т 26. Кроме того, 
< В1(1) <1 Уз ЕВ. 


Следовательно, функция {(5) = о1(7)61 (1) удовлетворяет всем 
условиям леммы (рис. 12.14). Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Для любой открытой клетки А С В" ц любой 
замкнутой клетки А' С А существует бесконечно дифферен- 
цируемая функция (т), т Е К", ко- 


. торая равна 1 на А' и нулю вне А. 
Е Кроме того, она такая, что 

РРР 7 А 
НЕ < (=) <1 Уре". 


Доказательство. Пусть 


Им 
Иа Д= (13) х---х (@;вн), 
} ’ 


1.1 | 





д’ = [6:1] х.-- Хх [@%; 6]. 
Из леммы 1 следует, что существует 
Рис. 12.15 бесконечно дифференцируемая функ- 


ция }+(т), которая равна 1 для х Е [4.;5.] и нулю вне (а; 5;), 
$=1,2,...п (рис. 12.15). Тогда 


(=) == Л (11) (72) ... Лия). 


Лемма 2 доказана. 


0] а а! ны х 


Лемма 3. Для любого открытого множества С С В" ц 
любого компакта К С С существует бесконечно дифференци- 
руемая функция ф(т), Е ЕВ", которая равна’1 на К и нулю 
вне С. Кроме того, она такая, что 


0< (т) <1 УзЕВ". 
Доказательство. У каждой точки Мо Е К существует пря- 
моугольная окрестность П(М) С С. Через П’(Мо) обозначим 
новую прямоугольную окрестность точки №0, замыкание кото- 
рой содержится в П(Мо). Очевидно, открытые прямоугольники 
(Мо), Мое К, образуют покрытие компакта К. Из них можно 


выбрать конечное число множеств П’(М1),....П/’(Мм), которые 
тоже образуют покрытие комлакта К. Для каждого } = 
=1,2,..., М, существует бесконечно дифференцируемая функция 


ф; (1), тЕ Е", которая равна 1 длят Е П(М) и нулю вне П(М;). 
Тогда функция 
М 


$(=) =1- ]@-+/2)) | 


1= 
удовлетворяет всем условиям леммы. Действительно, если 5 @ С, 
то ф;(т) = 0 для любого 7, и поэтому ф(5) = 0. Если жет К, то 
фу(т) = 1 хотя бы для одного из 7, поэтому ф(т) = 1. Кроме того, 
0< (2) <1 УзЕВ". 
Лемма 3 доказана. 
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Определение 1. Для данной функции } замыкание множе- 
ства всех т Е О; таких, что }(т) 72 0, называется носителем 
функции } и обозначается зирр {. 


Определение 2. Функция { от п переменных называется 
финитной, если она определена на В” и равна нулю вне неко- 
торого ограниченного множества, т.е. ее носитель ограничен. 


Теорема. Пусть функция }(т) определена и К раз непре- 
рывно дифференцируема на открытом множестве (С. Тогда 
для любого компакта К С С существует К раз непрерывно 
дифференцируемая финитная функция Е(т), которая равна } (т) 
на К и носитель которой содержится в С. 


Доказательство. Пусть д = р(К;0С). Из условий теоремы 
следует, что 6 > 0. Положим Е = 4/2, и через О.(К) обозначим 
Е-Окрестность множества К.. 

Согласно лемме 3, существует бесконечно дифференцируемая 
функция ф(т), которая равна 1 на К и нулю вне О.(К). То- 
гда, продолжив данную функцию {(т) вне С нулем, видим, что 
функция Р(т) = ](т)ф(т) удовлетворяет всем условиям теоремы. 
В частности, носитель функции Р(т) содержится в замыкании 
Е-Оокрестности компакта А’. Теорема доказана. 


1.7. Формула Грина для областей с гладкими и кусочно-гладки- 
ми границами. Введенные выше понятия делают естественным 
рассмотрение следующего общего класса областей, для которых 
имеет место формула Грина. 


Определение. Область С’ называется областью с гладкой 
границей, если у любой точки Мо Е ОС существует прямоуголь- 
ная окрестность П(Мо) такая, что множество СП П(Мо) является 
простой областью, а часть границы ОС ПП(Мо) имеет явное пред- 
ставление: у = ф(т) или х = (у). 

Образно область с гладкой границей можно определить как 
область без углов. Отметим, что граница такой области, вообще 
говоря, может быть несвязным множеством. На рис. 12.16 изо- 
бражена область, ограниченная одним гладким контуром Г, а на 
рис. 12.17 изображена область, ограниченная двумя гладкими кон- 
турами Ги). | 

Совокупность всевозможных открытых клеток П(М), Мо Е 
Е ОС, которые введены в предыдущем определении, образуют по- 
крытие множества ОС’. Каждую клетку П(Мо) немного уменьшим 
вдоль осей координат так, чтобы новая открытая клетка П’(Мо) 
оставалась окрестностью точки Мо и лежала строго внутри П(Мо). 
Очевидно, совокупность всех этих новых открытых клеток тоже 
является покрытием множества ОС. А так как ОС — компакт, 
то из этого открытого покрытия можно выделить конечное число 
11 Зак. 193 
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клеток, которые покрывают ОС’. Пусть это конечное покрытие мно- 
жества ОС' состоит из клеток 


п’(М,), ...П/(М,). | (1) 


п 
Рассмотрим далее множество бо = С\ () (М). Оно за- 
1=1 


мкнуто и лежит строго внутри области С, поэтому каждая его 





Рис. 12.16 о Рис. 12.17 


точка Мо имеет прямоугольную окрестность П (Мо), замыкание 
которой не пересекается с ОС. Как и выше, через П'(Мо) обо- 
значим новую открытую клетку, которая является окрестностью 
точки Мо и лежит строго внутри П(Мо). Очевидно, совокупность 
клеток П’(Мо), Мо Е С%, является покрытием множества Со. А 
так как Со — компакт, то существует конечное число этих клеток: 


п’ (М1), ...) П(Мм), (2) 


которые покрывают С. 

Таким образом, совокупность множеств (1) и (2) является по- 
крытием замкнутой области С, причем это покрытие такое, что 
для каждой области С'; = впп(мМ), 1=1,2, ..., №, справедлива 
формула Грина. 

Через #; (т, у) обозначим бесконечно диф а т 
цию, которая равна 1 в П'(М;) и нулю вне П(М; }, ан 
Тогда функции 


И=А | 
р = 121 —№), (3) 


зоо о ооо ооо ооо оное 


1 =Вм(1- 1-1)... (1-1) 








я 
и 
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определены и бесконечно дифференцируемы на всей плоскости 
К^, причем каждая Е [(т,у) равна нулю вне прямоуголь- 
ника ЩМ),1=1...М. Кроме того, 


У ту) =1 У(т,у)Е 
1=1 
Действительно, легко видеть, что. 
м 
и ву =а-ыа-№)... лы), 
= 


а последнее произведение равно нулю в любой точке (х,у) Е С, 
так как любая точка из С принадлежит одному из прямоугольни- 
ков П’(М;), где №;(х,у) = 1. Говорят, что функции (3) образуют 
разбиение о подчиненное покрытию (1), (2) замкнутой 


области С. 
Для построенного разбиения единицы имеем: 


=-745=)- | 
-:// «9-5 |] 4(1;ш) = $ [= 


1=15с 
Здесь [; = 0 на ОС, если ] > п, так как в этом случае С; = (м; ). 
Ав случае, когда } < п, функция [; может быть отличной От нуля 
только на той части 94. }› которая лежит на ЭС, поэтому 


[== [1 


7=ъ6; 1=56 
Таким образом, нами доказано следующее утверждение. 
Пусть функции Р(т,у) ‹ О(т,у) оС еНа и непрерывны на 


замыкании ограниченной области @ С Е? с гладкой границей. 
Тогда, если они непрерывно дифференцируемы и из производные 
ограничены на С’, то справедлива формула Грина 


№ _® 


где, как обычно, ш = Рат сое а ‘ба ориентирована положи- 
тельно относительно области С. 


11* 
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Последнее условие означает, что каждый контур, входящих в 
С, ориентирован положительно относительно области С. Напри- 
мер, на рис. 12:17 контур Г обходится против часовой стрелки, а 
контур 77 — по часовой стрелке. 


Рис. 12.18 Рис. 12.19 





Аналогично доказывается формула Грина и для области С’, 
ограниченной кусочно-гладкими контурами, в случае, когда у ка- 
ждой угловой точки № Е ОС существует прямоугольная окрест- 
ность П(Мо) такая, что область С ПП(Мо) является или простой 
(рис. 12.18), или такой, что прямой, проходящей через точку Мо 
параллельно одной из осей координат, она разбивается на две про- 
стые области (рис. 12.19). Такие угловые точки будем называть 
регулярными. 

В случае нерегулярных угловых точек формула Грина получа- 
ется предельным переходом. 

Пусть, например, граница области С’ содержит одну нерегуляр- 
ную угловую точку №. Через Пу (Мо) обозначим прямоугольную 
д-окрестность точки Мб и рассмотрим область @5 = С\Пз(Мо). 
Можно показать, что при любом д > 0 граница области С' не имеет 
нерегулярных угловых точек, и поэтому для нее справедлива фор- 


мула Грина: 
Ш 4 = ] м. 
[27 


[2127 


о в пределе при д -+ 0 получаем формулу Грина для обла- 
сти С. 

Таким образом, формула Грина справедлива для любой огра- 
ниченной области СС В? с кусочно-гладкой границей. 


1.8. Геометрический смысл знака якобиана отображения. Пусть 
 — некоторая область, лежащая в координатной плоскости &, 1, и 
пусть Ф — непрерывно дифференцируемое отображение области @ 
в координатную плоскость х,у. Будем предполагать, что якобиан 
отображения Ф отличен от нуля в Я, т.е. либо всюду в @ положи- 
телен, либо всюду отрицателен. Тогда, как известно, множество 
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С = $(0), т.е. образ области , тоже будет областью. Очевидно, 
если кривая ^у непрерывно дифференцируема, то ее образ при ото- 
бражении Ф тоже будет непрерывно дифференцируемой кривой. 
Действительно, если отображение Ф задается формулами 


5 =2(6,1), у=у($7), | (1) 
а кривая 7) — формулами 
ё=&(, п=1(, ЗЕ @;Ы), (2) 


то ее образ имеет представление 


х = 2(6(8),1(1)), у= (68,1), Ее [4 Ы. (3) 


Поэтому если функции (1) и (2) непрерывно дифференцируемы, то 
функции (3) тоже непрерывно дифференцируемы, причем 


й = де +21, 
= УЕ + ит, 


где точка означает дифференцирование по $. 


(4) 


Лемма. Если кривая 77 С Я гладкая, то ее образом при 
отображении Ф тоже будет гладкая кривая. 


Доказательство. Напомним, что непрерывно дифференци- 
руемая кривая (2) называется гладкой, если 


2 +12>0 УЕЕ [@; 5. | (5) 
Докажем, что 
Р + >0 УЕЕ [а; 5. 


Для этого заметим, что определитель линейной системы (4) отно- 
сительно & и7 равен якобиану отображения Ф, который по условию 
отличен от нуля. Следовательно, эта система однозначно решается 
относительно & и", и поэтому если 5 = 1) = 0 при некотором 
Е [а;6], то при этом # & =1 = 0, что противоречит условию (5). 
Лемма доказана. 

Через и) обозначим произвольную односвязную область, кото- 
рая ограничена кусочно-гладким контуром 77 и замыкание которой 
содержится в области 9. 


Теорема. Если якобиан диффеоморфизма Ф : 8 + С поло- 
жителен (отрицателен), то положительной ориентации гра- 
ницы области ш С С соответствует положительная (отри- 
цательная) ориентация границы области 9 = Ф(ц). 


$1 
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Доказательство. Пусть граница области и задана уравне- 
ниями (2) и параметром $ ориентирована положительно относи- 
тельно области и. ‘Тогда контур Г, заданный уравнением (3), 
является границей области 9 = Ф(и). Контур Г ориентирован 
параметром $. Эта ориентация соответствует ориентации контура 
7 при отображении Ф. Вообще говоря, она может не совпадать с 
положительной ориентацией относительно области 9. Поэтому 


то =е [ 4, 


Г 


где Е = +1, если контур Г ориентирован положительно, и Е = 
= -—1, если он ориентирован отрицательно относительно области 
9. Отсюда получаем: 


ы ду ду 
тоне [24+ 
й 


А так как 
9 (.9и\ _ 9 [ ду\ _ д(т,у) 
бе (: 2) бт (: г) (Ем), (6) 


то, согласно формулы Грина, 


те еле 


В этом равенстве левая часть всегда положительна, а якобиан, сто- 
ящий под интегралом в правой части, имеет один и тот же знак 
во всех точках области и. Поэтому ` 


з 


9(т, у) 
9,1) >0 У (5,1) Ем. 


Следовательно, контур Г ориентирован положительно относительно 
области 9 = Ф(и) тогда и только тогда, когда якобиан отображения 
Ф больше нуля. Если же он меньше нуля, то контур Г ориентиро- 
ван отрицательно относительно области 9. Теорема доказана. 

Заметим, что для упрощения доказательства мы при выводе 
равенства (6) предположили, что функция у(&, 17) имеет непрерыв- 
ную производную Чел Техническими ухишрениями этого предпо- 
ложения можно избежать. 
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Таким образом, если якобцан отображения положительный, 
то ориентация контура при отображении сохраняется, а если 
отрицательный, то ориентация меняется. В этом и заключа- 
ется геометрический смысл знака якобиана отображения. 


$2. Поверхностные интегралы и формула Стокеа 


2.1. Ориентация и сторона параметрически заданной гладкой 
поверхности. Как известно, на плоскости Е? возможны два класса 
систем координат: к одному из них относятся так называемые 
правые системы, а к другому — левые. В связи с этим говорят, 
что плоскость Е? имеет две ориентации: одна задается любой 
правой системой координат, а другая — любой левой системой 
координат. Плоскость с фиксированной ориентацией называется 
ориентированной плоскостью. Аналогичным образом вводятся 
понятие ориентации поверхности и, соответственно, понятие ори- 
ентированной поверхности. Чтобы перейти к их описанию, напо- 
мним некоторые сведения из линейной алгебры. 


Переход от одной системы координат к другой осуществляется 
с помощью квадратной матрицы, возникающей при разложении 
одного базиса по другому. Определитель этой матрицы всегда от- 
личен от нуля. Следовательно, на плоскости множество всех си- 
стем координат разбивается на два класса эквивалентности сле- 
дующим образом: две системы координат относятся к одному 
классу, если определитель матрицы перехода положителен, в про- 
тивном случае они относятся к разным классам. Аналогичные 
классы эквивалентности можно рассмотреть и для любой гладкой 
параметрически заданной поверхности 


9 = {г(и, 5), (и) ЕВ}. (1) 


На гладкой поверхности (1) параметры и,у являются коор- 
динатами ее точек, а допустимые преобразования параметров — 
преобразованиями координат на ней. Следовательно, на гладкой 
поверхности (1) любая система координат получается из (и,9) с 
помощью диффеоморфизма с отличным от нуля якобианом, и по- 
этому множество всех возможных систем координат на этой по- 
верхности разбивается на два класса эквивалентности, которые 
на ней задают две возможные ориентации. Одна из этих ориен- 
таций задается координатами (и,%), а другая, например, коорди- 
натами & =, П=ч. 

Гладкая поверхность с фиксированной ориентацией называется 
ориентированной повертностью. Для ориентированной поверх- 
ности допустимыми преобразованиями параметров являются диф- 
феоморфизмы с положительным якобианом. 


`› 
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Применяется еще и другой способ задания ориентации поверх- 
ности, лежащей в ориентированном пространстве ВЗ, т.е. в про- 
странстве ВЗ, в котором фиксирована некоторая, правая или левая, 
система координат. В дальнейшем, как правило, будем рассматри- 
вать только правые системы координат. Любые исключения всегда 
будем особо оговаривать. 

В любой точке гладкой поверхности 5, заданной равенством 
(1), определен единичный вектор нормали по формуле 


1 1! 
ее, Шер (2) 
.у 
где [г,,г,| — векторное произведение векторов г’, и г’. Напо- 
мним, что направление вектора (2) существенно зависит от ори- 
ентации пространства ®З, в котором лежит поверхность 5. 

Очевидно, векторная функция п = М(и,5), где вектор М(и, о) 
определен по формуле (2), является непрерывной на 5. Следова- 
тельно, на любой гладкой поверхности существуют два (и только 
два) непрерывных векторных поля из единичных нормалей: п = 
= Ми, 5) ип = —М(и, 5). Они на поверхности 5 определяют две 
стороны 5+ и 5. 

Определение 1. Пусть на поверхности 5 существует непре- 
рывное векторное поле из единичных нормалей п. Тогда пара 
{5; п} называется стороной повертности 5, определяемой нор- 
малью п. 

Выше доказано, что любая гладкая параметрически заданная 
повертность имеет две стороны. 

Определение 2. Пусть гладкая поверхность (1) ориентиро- 
вана параметрами и, 9, и пусть на этой поверхности выбрана сто- 
рона, определяемая нормалью п. Тогда, если тройка векторов п, 
г, г, правая (левая, если в ®3 выбрана левая система коорди- 
нат), то говорят, что ориентация поверхности и сторона по- 
вертности согласованы (рис. 12.20). 


Таким образом, ориентация повертности (1) параметрами 


и, и сторона этой поверхности, определяемая нормалью (2), 
всегда согласованы. 
Пусть поверхность 5 имеет явное задание: 


= 4(т,у), (т,у) ЕО, (3) 
т.е. 5 задается векторной функцией 


= 2+ и) + ф(т, УК. 
Тогда нормаль | 


кыгИ = я-а +к 
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определяет верхнюю сторону поверхности 5, и эта сторона согла- 
сована с ее ориентацией координатами т, у. В этом случае говорят, 


что верхняя сторона поверх- . 
ности 5, заданной уравнением _ п 
(3), ориентирована координа- 
тами г, у, анижняя — коорди- 
натами у, т. 

Аналогично, если поверх- 
ность 5 задана уравнением 
х = 9(ч, 2), то ее верхняя сто- 
рона относительно оси х ори- 0 у 
ентирована координатами у,2. Хх 
Если же 5 задана уравнением у 
у = <(2, т), то ее верхняя сто- р _ 
рона относительно оси у ори- * 
ентирована координатами 2, х, а нижняя — координатами т, 2. 


Замечание. Выше сторона поверхности 5 определялась только 
в том случае, когда у 5 в каждой точке существует нормаль. Однако и 
во многих других случаях можно говорить о стороне поверхности. На- 
пример, у любой поверхности 5, заданной уравнением (3), имеются две 
стороны — верхняя и нижняя, хотя нормаль существует только тогда, 
когда функция ф(х, у} дифференцируема. 


Г 


2.2. Поверхностные интегралы по гладким параметрически за- 
данным поверхностям. Ранее уже рассматривались интегралы от 
функций по поверхностям (см. $5 гл.11). Эти интегралы назы- 
ваются повертностными интегралами 1-го рода. Их свойства 
почти дословно повторяют соответствующие свойства кратных ин- 
тегралов. Отметим, что поверхностные интегралы 1-го рода не за- 
висят от ориентации поверхности. Здесь рассмотрим другой класс 
поверхностных интегралов, значения которых существенно зави- 
сят от ориентации поверхности, по которой ведется интегрирова- 
ние. 


Определение 1. Пусть 5+ — сторона гладкой поверхности 
5 = {г(и, 5), (и,ч) ЕВ}, (1) 


определяемая нормалью п = (со а, со В, соз 77), и пусть на 5 за- 


дана функция }. Тогда интегралы 


[| хоовееав, [[ х°ввав, [свт 49 


5 5 5 


10 Зак. 193 
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называются повертностными интегралами 2-го рода по 5+ от 
функции } и обозначаются соответственно 


[чм ра чм 


Если же 5 — другая сторона поверхности 5, то, очевидно, она 
определяется нормалью —п, и поэтому, например, 


м 


Следовательно, поверхностные интегралы 2-го рода от функции } 
по разным сторонам поверхности 5 отличаются только знаком. 
Напомним, что любая гладкая параметрически заданная по- 
верхность 5 ориентируема и имеет две стороны, причем каждая 
ее сторона согласована с одной из двух ее ориентаций. Поэтому 
интегралы по некоторой стороне поверхности 5 иногда называют 
интегралами по соответственно ориентированной поверхности 5. 


‚ Теорема 1. Пусть гладкая поверхность (1) имеет площадь. 
Тогда, если функция { непрерывна и ограничена на 5, то по- 
вертностные интегралы 8-го рода от функции | по поверано- 
сти 5 существуют и 


] 1 уауаь = || (ки, ч)) и ибе. (2) 
5+ р 
[/ {агат = ] [ А (и,*)) о аи 4, (3) 
5+ р 
[аду = | [ бы ое виа, 4) 
5+ р 


где 5+ — сторона поверхности 5, определяемая нормалью 


= (Г гь]› 


т.е. повертность 5 ориентирована параметрами и, 9. 











Доказательство. Так как 


д(у,2) _.0(2,т) ›, О(т,у) 
Рыбы) "З дбьз) К Эбь 
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то, например, р 
д т 
сова — 92) ЕЕ 
В д(и, у) и, г 5“ 
и поэтому 


[ля наи | (г(м,%)) а ау. 


в в конце мы воспользовались а для вычисления по- 
верхностного интеграла 1-го рода 

Формула (2) доказана. Формулы (3) и (4) доказываются ана- 
логично. 

С помощью доказанной теоремы получим формулы замены пе- 
ременных в поверхностных интегралат. 

Пусть непрерывно дифференцируемое отображение, заданное 








формулами 
_ т = 1(6,1,6), 
У= Ут, 6), (5) 
д = 2(6,1, 6), 


взаимно однозначно отображает область ® на область С. путь 
далее в $ уравнениями 


& = & (и), п=т(и 5), б= С(и, и), (и, 5) Е РБ, 
задана гладкая поверхность >}, ориентированная параметрами ч, у. 
Через 5 обозначим образ поверхности > при отображении (5), и 
будем считать, что 5 тоже ориентирована параметрами и. При 
этих условиях получим формулы замены переменных в поверх- 
ностных интегралах. 

Как уже доказано, для любой функции ], определенной и не- 
прерывной на 5, справедливо равенство 


[ли [позу (6) 


где поверхность 5 ориентирована параметрами и,%. Легко подсчи- 
тывается, что 


д(у,=) _ 0(у,2) д(п,©) , 9(у,2) 0(6,&) , 9(у,=) О(Е,т) 


д(и, 5)  0(п,0) д(и,5) 0(6,8) д(и,5) 9(6,т) д(и,ъ)` 
Подставим это выражение в (6) и воспользуемся формулой для вы- 


числения поверхностных интегралов по поверхности 2. В резуль- 
тате получим равенство 


Тс 


ло & 
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Аналогично доказывается, что 


9(2, т) 9(2, т) 9(2,т) 
ан Яо +5) + Гат) 49% 
9(Е, 1) 


Даме = [бмв 


где поверхности >} и 5 ориентированы параметрами и, 9. 
В заключение отметим два частных случая формулы (4). 
1. Пусть поверхность 5 имеет явное задание 


2 = $(т,у), (у ЕД. (7) 
Тогда нормаль М = [г.,г,] = —ф:1 — фу) + К определяет верхнюю 














ас + ТО а, 


сторону поверхности 5. Следовательно, если 5 — верхняя сторона 
этой поверхности, то 


[== | | езду деи (8) 
$ В 


2. Пусть поверхность 5 лежит на цилиндре с образующей, па- 
раллельной оси 2. Тогда, очевидно, соз/у = 0, и, следовательно, 


аи =0. | (9) 
5 


Замечание 1. В равенстве (8) левая часть определена ранее толь- 
ко для гладких поверхностей, а правая имеет смысл для любой непре- 
рывной поверхности, заданной уравнением вида (7). Это замечание 
делает естественным следующие обобщения поверхностных интегралов 
для явно заданных поверхностей. 


Для любой поверхности 5, заданной явно уравнением (7), ин- 
теграл 
[| Наль ду де ду 
в. 


называется интегралом от функции } по вертней стороне по- 
вертности 5. Таким образом, если эта поверхность ориентиро- 
вана координатами г,у, то, по определению, 


[1еы= ] | еьмелд) ве 
5 Ь 





82. Поверхностные интегралы и формула Стокса 157 
Аналогично, если поверхность 5 задана уравнением 


т=ф(у, 2), | (у, 2) ер, 
то, по определению, 


Даша = [[ О 
д 


5 


где поверхность 5 ориентирована координатами у,2. Если же 5 
задана уравнением 


Уу= ф(2, т), (2,1) ЕР, 


| зак = | Кеснобь а), 2) да 
5 р 


где 5 ориентирована координатами 2, т. 
Замечание 2. В равенстве (9) левая часть определена ранее 
только для поверхностей, ‘для которых определена нормаль п = 


= (соза, соз В, с0877), но в само определение входит только соз’у. По- 
этому естественно считать, что 


аа =0 
5 


длн любой поверхности 5, лежащей на цилиндре с образующей, парал- 
лельной оси 2, 


Аналогично, 


. 1 гчичь =о ре 


для любой поверхности 5, лежащей на цилиндре с образующей, 
параллельной оси г (оси у). 


2.3. Согласованные ориентации гладкой поверхности и ее гра- 
ницы. В этом пункте будем рассматривать поверхности, которые 
задаются непрерывными векторными функциями вида 


Г=г(и, 5), (м, 5) Е О, (1) 


где р — замыкание области О С В?. 
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Определение 1. Точка поверхности 
5 = {г(и, 5), (щуЕВ} (2) 


называется ее внутренней (граничной) точкой, если она явля- 
ется образом внутренней (граничной) точки области р. Совокуп- 
ность всех граничных точек поверхности 5 называется границей 
(или краем) поверхности 5 и обозначается д5. 


Таким образом, т 


95 = {г(и, чз), (и, о) Е 90}. 


Определение 2. Функция (1) называется непрерывно диф- 


ференцируемой в замкнутой области О, если она непрерывно 
дифференцируема в области Д и ее производные имеют конечные 
пределы в любой точке (10,0) Е ДО. 


Заметим, что если в точке (10,50) Е ДО функция г(и, 9) имеет 
одностороннюю производную, например, по и, то } 


7 : 1 
г, (10,90) = Ша г. (и,5). 
5 (шо) (нолю) 

В общем случае производные г’, г, в точке (0, 10} Е ОД могут не 
существовать (по той причине, что из области О к точке (0,0) 
нельзя подойти ни по прямой \ = 19, ни по прямой и = 0). 

Если функция г(и, 9) непрерывно дифференцируема в замкну- 
той области О, то положим, по определению, 


ги (и0, 50) = ша - ги (м, 5), 
(и,у) (мо ло) 


Гу(ио, 0) = Ша гу(и, у) 
(ии) -+(ио о) 
в любой точке (10,0) Е ЭД. Легко видеть, что так доопределенные 
на ОР функции г/, и г, будут непрерывны в замкнутой области 


Л, поэтому говорят, что они по непрерывности продоаены на 
границу области О. 


Определение 3. Поверхность 5, заданная непрерывно диф- 
ференцируемой в замкнутой области Р векторной функцией г = 
= г(и, 0), называется. непрерывно дифференцируемой повертно- 
стью с краем. Если, кроме того, векторы г и г, линейно не- 


зависимы в любой точке замкнутой области Г), то поверхность 5 
называется гладкой. 





$2. Поверхностные интегралы и формула Стокса 159 


Очевидно, если кривая 77, заданная уравнениями 
и=и(), 9=5(), ВЕ Ы, 
является границей или частью границы области О, то кривая 


г Г = {г(и(8),5(#)), ЕЕ [а;6]} (3) 
является границей или, соответственно, частью границы поверх-. 
ности 5. Причем, если кривая /^/ гладкая, то кривая Г тоже глад- 
кая. 

Если кривая ‘у гладкая, то в каждой ее точке определен еди-. 
ничный касательный вектор % с координатами 


х 
ИТ 4! 


с08 а = ЕВ соз В = УЕ 

и нормальный вектор п с координатами соз В, — соз а. Очевидно, 
пара векторов (п,%) ориентирована так же, как и базис исходной 
системы координат. Напомним, что ориентация кривой ^у счита- 
ется согласованной с ориентацией области О, если вектор п явлЯ- 
ется внешней нормалью (относительно области О). В случае, когда 
на плоскости и, о выбрана правая система координат, это означает, 
что при обходе кривой /7 в направлении вектора & вектор п напра- 
влен вправо, а область Л) остается слева. Аналогичная ситуация 
имеет место и для гладких поверхностей. 

Пусть поверхность 5 и кривая ГС 05 (см.(2) и (3)) являются 
гладкими и ориентированы своими параметрами. Как и выше, 
через # обозначим вектор с координатами со а, соз В, а через п — 
вектор с координатами соз В, — с0з и. Тогда в каждой точке кри- 
вой Г определены векторы [ и Ъ, равные производным векторной 
функции г(и,%) по направлениям $ и п, причем 


ах 

1 = я = ги, с08 а + г, с03 В, 
аг 

ъ = = г, с03 В — г, с08 @.. 


Так как определитель матрицы перехода от базиса г/,, г, к ба- 
зису Ъ, [ равен 1, то они задают одну и ту же ориентацию касатель- 
ной плоскости, а следовательно, и поверхности 5. Этой ориента- 
ции соответствует сторона поверхности 5, определяемая нормалью 


=, г, | = [Ъ,Й. 


Определение 4. Ориентация кривой Г параметром $ и ори- 
ентация поверхности 5 параметрами и, % называются согласован- 
ными, если вектор Ъ, отложенный от соответствующей точки кри- 
вой Г, направлен от поверхности 5. у 


п 
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Если кривая 7/7 параметром # ориентирована положительно от- 
носительно области О, то { — это касательный вектор к кривой Г, 
а Б — это вектор, лежащий в 
касательной плоскости и на- 
правленный от поверхности 5. 
Следовательно, если кривая “) 
параметром $ ориентирована 
положительно относительно 
области О, то ориентация кри- 
вой Г параметром $ согласо- 





0 у вана с ориентацией поверхно- 

х сти 5 параметрами ц, 5. 
В случае, когда на плоско- 
Рис. 19.21 сти и, 1 и в пространстве ®З, в 


котором лежит поверхность 5, 
введены правые системы координат, согласованность ориентаций 
поверхности 5 и кривой Г означает, что при обходе кривой Г в 
направлении ориентации по стороне поверхности 5, определяемой 
нормалью М, вектор Ъ направлен направо, а поверхность 5'оста- 
ется слева. Другими словами, в этом случае тройка векторов М, Ь, { 
является правой (рис. 12.21). 


Определение 5. Ориентация гладкой поверхности 5 и ори- 
ентация кусочно-гладкой кривой Г С 95 называются согласован- 
ными, если ориентация каждого гладкого куска кривой Г согласо- 
вана с ориентацией поверхности 5 (в смысле определения 4). 

Если граница гладкой поверхности 5 состоит из конечного чи- 
сла кусочно-гладких контуров и ориентация каждого контура со- 
гласована с ориентацией поверхности, то говорят, что ориентация 
границы 95 согласована с ориентацией повертности 5. В даль- 
нейшем через 05, как правило, будем обозначать границу поверх- 
ности 5, ориентация которой согласована с ориентацией поверхно- 
сти 5. 


2.4. Формула Стокса для гладкой параметричесни заданной по- 
верхности. Рассмотрим гладкую параметрически заданную поверх- 
ность с краем 


5 = {г(и, 5), (и) ЕБ}. : (1) 


Будем предполагать, что здесь Р — это ограниченная область, гра- 
ница которой состоит из конечного числа кусочно-гладких конту- 
ров. Тогда граница (край) поверхности (1) тоже состоит из конеч- 
ного числа кусочно-гладких контуров. Любую такую поверхность 
5 будем называть гладкой повертностью с кусочно-гладкой гра- 
ницей. 

Если носитель поверхности 5 содержится в некотором множе- 
стве С С 3, то будем говорить, что ’ поверхность 5 лежит в С, и 
писать 5 С (. 
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_ Теорема. Если функции Р(т, у, 2), О(т,у, 2), В(х, у, 2) опре- 

делены и непрерывно дифференцируемы в области @ С 3, то 
для любой гладкой поверхности 5 С С с кусочно-гладкой гра- 
ницей 05 справедливы ав 


о ы 4242-95, (2) 


[оы- лы О (3) 


ны | рае аа, = С 


где ориентации повертности 5 ц ее границы 95 согласованы. 

Доказательство. Пусть гладкая поверхность 5 задана урав- 
нением (1) и ориентирована своими параметрами, а граница О 
области О состоит й) одного или нескольких кусочно-гладких кон- 
туров вида 7 = {и( 1, 5(Н), Е [а;6]}, каждый из которых параме- 
тром ориентирован положительно относительно области О. То- 
гда, как известно (см. п.2.3), граница д5 поверхности 5 состоит 
из конечного числа кусочно-гладких контуров вида 


Г = {г(и(1), 5(4)), Е [а;6]}, 
ориентация каждого из которых параметром # согласована с ори- 
ентацией поверхности 5 


Для каждого контура Г С 95 по формулам для вычисления 
Е ее получаем: 


ваш [ща |" щ + т!) & = 


= 2, ) аи + (Рг! о) о. 
7 
Следовательно, 


_[ва= = о аи + (Рт,) а. | (5) 
95 Эр 


При дополнительном условии, что функция (и) имеет не- 
прерывную смешанную производную, интеграл по ОО, согласно 
формуле Грина, равен следующему двойному интегралу: 


| (ее - Ри) ша. 
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Преобразуем подынтегральное выражение этого интеграла: 

д(Рз') 0(Рз,) _ (0Р, ОР 9Р,\, ь 
ди 0  \ 0“ ди + д: 92% } 
ЭР а ЭР, . ЭР ЭР ты 
д" ду \ д2 и = 

ОР ОР 

= ду (№15 — ть) + 5; (вить — ль) = 

ЭР` д(т,у) ЭР 09(2,т) 


ду (из) дё 0(и,ч)’ 





В результате получим равенство 


|: (Рз’.) ди + (Ра) 4% = 


Эр | 
дР 5 х) ОР О0(т,у) | 
2 а. аиаи. (6 
- [Г (в, 9(и, 5) ду д(и,ч) ив {0 
Отметим, что оно справедливо и без предположения, что функция 
т(и, 5) имеет непрерывную смешанную производную. (Это утвер- 


ждение можно доказать предельным переходом. ) 


Из равенств (5), (6) и формулы для вычисления поверхностных 
интегралов следует, что 


[= | де бы | ОР У) ыы 
95 р 








9» О(и,) Е `д(ы, у) 


ОР ОР 
не Ба 
5 


Формула (2) доказана. Формулы (3), (4) доказываются анало- 
гично. Теорема доказана. 
Сложив равенства (2), (3), (4), получим формулу 


и (5 - а) ау а2+ 


ОР дВ 99 ОР 
+ (ое вв) вв (9—0) ау. 


Эта формула (как, в частности, и любая из формул (2), (3), (4)) 
называется формулой Стокса. 
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Если поверхность 5 лежит на плоскости 2 = 0, то, очевидно, 
формула Стокса превращается в формулу Грина: 


в (в. - 9.) 24. 


Как и формулу Грина, формулу Стокса удобно записывать с 
помощью дифференциальных форм. А именно, пусть 


и; = Рах+ Ч ду+ Ва. (7) 


Тогда формула Стокса принимает вид 


[=] 


где « — дифференциальная форма (7), а 4^ — ее дифференциал: 


42 = аРаз + 49 ау +аВа: = она) Е. 
р + ум +92) Ри . 
И 


при вычислении которого считается, что при перестановке двух 
дифференциалов независимых переменных слагаемое меняет знак 
на противоположный. 

В силу этого правила 


дуах = —ахау, агау= -—4у4а2, ата = —азат,. 
и, в частности, 
атах =0, ауау=0, аа = 0. 


2.5. Ориентация кусочно-гладкой поверхности и поверхност- 
ные интегралы по ориентированным кусочно-гладким поверхно- 
стям. Сначала рассмотрим гладкую параметрически заданную по- 


верхность | 
5 = {г(и,ъ), (и, 5) Е В}, > ЧЕ 
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у которой область О гладкой кривой 


7 = {и(4), (1), ЕД} 
разбита на две области О\ и Оо. В этом случае гладкая кривая 


Г = {г(и(,5()), ЕД} 


зе 


разбивает поверхность 5 на две гладкие поверхности 52 
5; = {г(и, 0), (и,5) Е О;}, 1=1,2. 


Будем считать, что гладкие поверхности 5, 51 и 52 имеют од- 
ну и ту же ориентацию (например, параметрами \, у). Тогда на Г, 
как на краю поверхностей 51 и 52, 
возникают ориентации, согласован- 
ные с ориентациями 51 и 52, соот- 
ветственно. 
Очевидно, что эти две ориента- 
ции кривой Г противоположны 
(рис. 12.22). 
Это свойство ориентации общей 
части границы гладких поверхно- 
Рис. 12.22 стей положим в основу определения 
ориентации кусочно-гладкой повер- 
хности, но прежде дадим определение таких поверхностей. 


Определение 1. Параметрически заданная поверхность 


5 = {г(и,%), (и,о) © В}, 


где р — замыкание области Ш С В?, называется кусочно-гладкой, 
если область О кусочно-гладкими кривыми можно разбить на ко- 
нечное число областей О1,...,От так, что поверхности 


5; = {г(и, 5), (и) ЕБД, 1=12,.. т, 


будут гладкими. 
В этом случае говорят, что поверхность 5 кусочно-гладкими 


кривыми разбивается на конечное число гладких кусков 51,..., бт, 
или что поверхность 5 получается склеиванием гладких поверхно- 
стей 51,..., Эт по указанным кусочно-гладким кривым. 


Определим операцию склеивания двух параметрически задан- 
ных поверхностей 51 и 52 в общем случае, т.е. и в том случае, 
когда эти поверхности не являются частями некоторой параме- 
трически заданной поверхности. 
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Пусть | ре 
51 ИИ {г (и, 5), (и, 5) Е 2}, 


52 = {г2(&, п), (6,7) Е 2}, 


и пусть кривая 7! является частью ОО\, а кривая 7/2 — частью 
9Ш2, причем ^: задается уравнениями 


и=и(, ч=5(8, Е [а; 6, | 


а > — уравнениями 


ё = (т), п=т(т), тЕ [а; В. 


Тогда, если существует гомеоморфизм т = ф(®) отрезка [а;6] на 
отрезок [а; В] такой, что 


г (и(1),5(#)) = г2(6(+()), п(+(1))) УЕ [@; 6, 
т.е. если векторные функции 


ГЕ к (и(8),5(6)), Е, _ 
г= г2(&(т),п(т)), ТЕ [@; 6], 


являются допустимыми представлениями некоторой кривой Г, то 
говорят, что поверхности 51 и 52 допускают склеивание по кру- 


Рис. 12.23 


вой Г или что повертности 51 и 52 примыкают друг к другу 
вдоль кривой Г (рис. 12.23). В этом случае совокупность поверх- 
ностей 51, 52 и кривой Г называется повертностью 5, склеенной 
из поверхностей 51 и 52 по кривой Г, а гомеоморфизм т = ф(#) 
— склеивающим гомеоморфизмом. 

Отметим, что при склеивании точка края поверхности 51 и с0- 
ответствующая точка края поверхности 52 считаются одной точкой . 
поверхности 5. 
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Определение 2. Совокупность конечного числа гладких по- 
верхностей, каждая из которых склеена по одной или нескольким 
гладким кривым хотя бы с одной поверхностью этой совокупности, 
называется кусочно-гладкой поверхностью. 


Пусть две гладкие поверхности 51 и 52 ориентированы и скле- 
ены по гладкой кривой Г. Тогда на Г, как на краю, возникают ори? 
ентации, согласованные с ориентациями 51 и 52, соответственно. 
Если на любой гладкой кривой склеивания эти две ориентации 
противоположны, то исходные ориентации гладких поверхностей 
51 и 52 считаются согласованными. 3 


Определение 3. Кусочно-гладкая поверхность называется 
ориентируемой, если каждый ее гладкий кусок можно ориенти- 
ровать так, что любые два склеенных гладких куска будут иметь 
согласованные ориентации. 


Кусочно-гладкая поверхность 5 называется ориентированной, 
если на каждом ее гладком куске фиксирована некоторая ориента- 
ция, причем так, что ориентации склеенных кусков согласованы. 

Очевидно, любая ориентированная кусочно-гладкая поверх- 
ность 5 имеет точно две ориентации, которым соответствуют две 
стороны этой поверхности (как обыч- 
но, одну из них будем обозначать 5*+, 
а другую — 5`). 

Приведем несколько примеров 


ориентируемых и неориентируемых 
поверхностей. 


Пример 1. Поверхность любого тет- 
раэдра АВСР (рис. 12.24) является ори- 
ентируемой. 

Действительно, внешняя сторона гра- 
ни АВГ согласована с ориентацией ее 
контура от А к В. Внешняя сторона 

грани ВСП согласована с ориентацией 
ее контура от ВкС. А так как отрезок ВО, по которому склеены эти 
грани, в первом случае ориентирован от В к О, а во втором — от кВ, 
то, согласно определению, ориентации граней АВР и ВСО, соответству- 
ющие их внешним сторонам, согласованы. Аналогичные рассуждения 
справедливы для любых двух граней тетраэдра. Следовательно, поверх- 
ность тетраэдра ориентируема: она имеет две стороны — внешнюю и 
внутреннюю. 





Рис. 12.24 


Пример 2. Сфера является ориентируемой поверхностью. 


Действительно, любую сферу, заданную уравнением 


27 +у+27 = В, Е>0, 


(© На 
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можно представить как поверхность, склеенную из двух полусфер 
С 
+: = У Е? - 12 — 92 
: о „ЗВ 582 
по окружности ; 
Г:2=0, 22 +у2= Е. 
Тогда, выбирая на 5-., например, верхнюю сторону, а на 5_ — нижнюю, 
видим, что соответствующие ориентации окружности Г будут противопо- 





Рис. 12.25 | Рис. 12.26 


ложными (рис. 12.25). Следовательно, любая сфера является ориентиру- 
емой поверхностью. Она имеет две стороны — внешнюю и внутреннюю. 
Рассматриваемую сферу часто задают параметрически уравнениями 


1 = Всозф созд, 
у = Взшф со38, 
2 = Вэб, 


т т 
где 0 < ф<2т, -5 <9< 2. Заметим, что эти уравнения в общем 


случае задают не сферу, а сферу с разрезом по кривой 7) (рис. 12.26), 
заданной уравнениями 


т = Е со, у=0, = Езш@, -7<9< 5. 


У этого разреза имеется два края: один получается при ф = 0, а другой — 
при ф = 2т. Чтобы получить сферу, нужно края разреза склеить по 
кривой 77. Легко видеть, что если сфера как-то ориентирована (например, 
параметрами ф, 8), то края этого разреза будут иметь противоположную 
ориентацию. 


Пример 3. Если прямоугольник АВСД (рис. 12.27) путем изгиба 
(но без растяжений и сжатий) склеить по сторонам АД и ВС так, что 
точка А склеивается с точкой В, а точка ) — с точкой С’, то получим 
цилиндрическую поверхность. 
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Здесь края разреза цилиндра АД и ВС имеют противоположные 
ориентации. Следовательно, эта поверхность ориентируема. 


р _с 
| 
4 # АВ 


Рис. 12.27 


$ 


Если же прямоугольник АВСО склеить также по сторонам АД и 
ВС, но так, что точка А склеивается с точкой С, а точка Р -— 





р В 
< 
А 
Рис. 12.28 Рис. 12.29 


с точкой В, то получим поверхность, которая называется листом Мебу- 
уса (рис. 12.28). У нее края разреза имеют одну и ту же ориентацию... 
Легко видеть, что эта поверхность является неориентируемой. Она обла- 
дает многими замечательными свойствами. Здесь отметим лишь одно: 
она имеет одну сторону. Действительно, если пройдем по листу Мебиуса, 
не пересекая его границы, от края АД к краю ВС, то окажемся в той 
же точке, но с другой стороны. 


Пример 4. Рассмотрим кусочно-гладкую поверхность, изображен- 


ную на рис. 12.29. Она склеена из трех гладких кусков 51, 52 и 63 по 
ребру АВ. Легко видеть, что эта поверхность не является ориентируемой. 


Определение 4. Пусть 5+ — сторона ориентируемой кусоч- 
но-гладкой поверхности 5, склеенной из гладких кусков 51, ..., ок, 


а 57 — соответствующая сторона гладкой поверхности 5;. Тогда 
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для любой функции }, определенной на поверхности 5, сумма ин- 
тегралов 


] фахау, 1=12,...К, 
+ 
5; 
называется повертностным интегралом по 5+ от функции ] и 


обозначается фах ау. 


5+ 
Таким образом, 


Долевое 


Аналогично, по определению, 


У Ге 


5+ т 5; 

к 
[аш = У] ра ат. 
5+ Е 5 


Так же определяется и интеграл по 5+ от дифференциальной формы 
и = Рауа2 + 9 азат + Вахау, 


где Р, @, В — функции, определенные на поверхности 5. А именно, 
по определению, 


к 
[==] Рау + 442+ Ваз = >). | [в 
5+ 5+ та 


Теорема. Если дифференциальная форма м определена и не- 


прерывно дифференцируема в области С С ®З, то для любой 
ориентируемой кусочно-гладкой поверхности 5 С @ с кусочно- 
гладкой границей д5 справедлива формула Стокса 


Де= [4 | (1) 
95 5 


где ориентации повертности 5 ци ее границы 05 согласованы. 
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Доказательство. Пусть поверхность 5 склеена из глад- 
ких поверхностей 5;, 1 =1,2, ..., К. 


Тогда по формуле Стокса для гладких поверхностей имеем: 


. Ды= [4 1=1,..Во (2) 
5; 


95; 


где ориентации 5; и 05; согласованы. 

Из того, что поверхность 5 ориентируема, следует, что на глад- 
ких кусках 5; можно выбрать ориентации так, что если Г — глад- 
кая кривая, по которой склеивается два куска, то ориентации Г, 
согласованные с ориентациями этих кусков, будут противополож- 
ными. Поэтому если поверхность 5 ориентирована, то сложив ле- 
вые и правые части равенств (2), получим формулу (1), так как 
интегралы по кривым склеивания взаимно уничтожаются. Тео- 
рема доказана. 
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3.1. Формула Остроградекого-Гаусса для областей, элементар- 
ных относительно осей координат. Область С' пространства 3 с 
фиксированной декартовой системой координат 5, у, 2 называется 
элементарной относительно оси =, если 


С = {(1,9,2): (ту) Е 9, фи, у) < 2 < $2(т,9)}, (1) 


где 9 — измеримая область плоскости 2, а функции ф1(х,у) и 
ф2(т,у) непрерывны на замкнутой области 9. 

Аналогично определяются области, элементарные относи- 
тельно осей т и у, соответственно. А именно, область С называ- 
ется элементарной относительно оси т, если 
С = {(т,у,2): (9,2) Е 9, ф1(у,2) < 1 < $2(у,2)}. \ 
А если . 

== ,У, 7): , ; , ) , 
С = {(5,у,2): (2,1) Е 9, $1(2,5) <у< ф2(2,1)} 
то область С называется элементарной относительно оси у. 


Лемма 1. Пусть область С элементарна относительно оси 
2. Тогда, если функция Г(т,у,2) определена и непрерывна на 


замкнутой области С, а ее производная ]! непрерывна и огра- 
ничена на С, то 


Л эаевиа = | таг (2) 
с с 


где повертностный интеграл берется по внешней стороне гра- 
ницы ОС области С. 
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Доказательство. Пусть область С'’задана равенством (1). 
Тогда ее граница ОС’ состоит из поверхностей 51 и 52, которые 
являются графиками функций 


д = (1,9), (ту) Е 9. 1=1,2, 
и поверхности 50, которая является частью цилиндрической по- 
верхности дд х В. 
Согласно данным выше определениям, 


[лата = [| Кель) = ву, 
р 9 


5. 


где 5; — верхняя сторона поверхности 5;, ] = 1,2, а интеграл по 
50 равен нулю. Отсюда и из формулы сведения кратного интеграла 
к повторному получаем: 


9; в" 
[5 атачае = [[ ау ) 9: 92 = 
с 9 ф1 (ту) 


= аа || та 
к 8, 


Для завершения доказательства формулы (2) осталось заме- 
тить, что верхняя сторона поверхности 52 и нижняя сторона по- 
верхности 51 являются внешними относительно области С’. Следо- 


вательно, если 5; — внешняя сторона поверхности 9;,$ = 0,1,2, 


то Л] ее 


Лемма 1 доказана. 

Аналогично доказывается, что если функция } непрерывна на 
замыкании области С’, которая элементарна относительно оси т 
(оси у), аее производная по х (по у) непрерывна и ограничена на 


С, то . 
Деев = | [пач (3) 
[в атацае = | таза сей (4) 
- э6 


где ОС’ — внешняя сторона границы области С. 
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Теорема 1. Пусть область С элементарна относительно 
всет осей координат. Тогда, если функции Р, О, Е определены 


ОР 
и непрерывны на замыкании области С, а их производные Эт’ 
х 
90 д 
ду’ да 


ОР 00 98 _ 
Л (= +52 +55) ах ауа: = 
с 


Е [ру + Чат ат + Ваза, (5) 
[21 


непрерывны и ограничены на С, то 


где ДС — внешняя сторона границы области С. | 

Доказательство. Из условий теоремы следует, что область 
С и функции Р, ©), В такие, что для В справедлива формула (2), 
для Р — формула (3), а для @ — формула (4). Поэтому, применив 
к функции А формулу (2), к функции Р формулу (3), а к функ- 
ции С) формулу (4) и сложив полученные равенства, в результате" 
получим формулу (5). Теорема 1 доказана. 

Формула (5) называется формулой Остроградского- Гаусса. 
Как и формулы Грина и Стокса, ее удобно записывать с помощью 
дифференциальных форм. 


Пусть 
и = Рауаз + Чазах + Ватау. (6) 
Тогда формула (5} принимает вид 


п 


где 4 — дифференциал формы , при вычислении которого счи- 
тается, что если в произведении дифференциалов 45, 4у, 42 по- 
менять местами два соседних множителя, то оно поменяет знак. 


Например, 
ауд: ат = —дуат ах = ат ду дл. 


В частности, если в этом произведении два одинаковых мно- 
жителя, то оно равно нулю. Например, дудуа2 = 4: 4уа2 = 0. 
Таким образом, _ 


4 = аР ауа2 + а0 аз ах + аВах ду = 


ОР 90 Е 
а: ат ау 42 + в. ауаг ах + 5: 42 ах у = 
ОР 00 98 
= (== зв Зу нЕ 8, 4х ауаз. 
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Лемма 2. Пусть область С можно разбить на конечное 
число областей С1,..., См, каждая из которых элементарна 
относительно оси #. Тогда, если функция (т, у,=) определена 
у непрерывна на замкнутой области С, а ее производная }, 
непрерывна и ограничена в любой области С;, то справедлива 
формула (2). 

Доказательство. Пусть область С разбита на области 


[Е — {(5, у) Е 41, фи(т, у) <2< ф2(т,у)}, 
где 9; — измеримая область, а фи и ф;2 — непрерывные на 9 
функции. Через 5 обозначим поверхность, заданную уравнением 


& = ф5(т,у), (т,у) Е 9, 
где =1,2,..., М, и] =1, 2. Тогда, как уже доказано, 


ГИГ а азвуая = | [ азау+ | уаеди о 
С; 5 5 


где 58 — внешняя сторона поверхности 5; по отношению к обла- 
сти С.. 

Если области д; и дк не пересекаются, то, очевидно области С'; и 
С'ь могут примыкать друг к другу только по множеству, лежащему 
на цилиндрической поверхности с образующей параллельной оси 
2, интеграл по которому от } 4х 4у равен нулю. Если же области 
9: и дк, К 7 1, пересекаются, то границы областей С; и Ск могут 
иметь общую часть 5, заданную уравнением вида 


2 = ф(т, У), (т, у) Е9: Пак. 

Очевидно, внешняя сторона поверхности 5 по отношению к 
области С; будет внутренней стороной по отношению к области 
Ск, поэтому при сложении равенств (8) интегралы по 5 взаимно 
уничтожаются. Лемма 2 доказана. 

Аналогично доказывается, что если функция ] непрерывна на 
замкнутой области С, которую можно разбить на конечное чи- 
сло областей С1,..., м, каждая из которых элементарна отно- 
сительно оси х (оси у), а ее производная }, (},) непрерывна и 
ограничена в любой области С, то справедлива формула (3) (фор- 
мула (4)). 

Теорема 2. Пусть область @ С 3 такая, что относи- 
тельно каждой оси координат ве можно разбить на конечное 
число элементарных областей. Тогда, если функции Р, ‚ЕВ 
определены и непрерывны на замыкании области С, а ит про- 
ОР 00 дВ 
дт’ду’ 02 
дифференциальной формы (6) справедлива формула Остроград- 
ского-Гаусса (7). 


изводные непрерывны и ограничены на @, то для 
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3.2. Согласованные ориентации области и ее границы. В про- 
странстве ВЗ, в котором выбрана некоторая декартова система ко- 
ординат, любая открытая клетка А = (а1; 61} х (а2;62) х (аз; 63), 
является простейшей областью, элементарной относительно всех 


осей координат. Следовательно, если функции Р, 0), В определены 


и непрерывны на Д, а их производные Р’, <, В, непрерывны 
и интегрируемы на А, то справедлива формула Остроградского- 


Гаусса 
а . (1) 


где и = Рауа2 + Оазат + Ватау и интеграл от «л берется по 
внешней стороне границы ОА клетки А. 

Отметим, что в формуле (1) ориентация каждого гладкого куска 
5 С дА, т.е. каждой грани клетки А, выбирается следующим 
образом: если М — единичный вектор внешней нормали, то ори- 
ентирующий базис [1 , {2 на 5 выбирается так, что тройка векторов 
{№,1,12} в пространстве КЗ задает ту же ориентацию, что и ис- 
ходная система координат (см. рис. 12.30 и рис. 12.31). 





х 


Рис. 12.30 Рис. 12.31 


Например, плоскость грани А1В1С\ О! клетки А задается урав- 
нением 5 = а1, и на ней можно ввести две естественные системы 
координат и = у у = ии = д % = у. Система координат 
(у,2) ориентирует верхнюю сторону (относительно оси х) грани 
А: В1С1Р1, которая является внутренней стороной этой грани (от- 
носительно клетки А) и определяется нормалью 1. Тогда внешняя 
сторона грани А1В1С\Д! определяется нормалью —1, а ориента- 
ция этой стороны грани А! В1С!0): — параметрами и = 2, у = у. 
Очевидно, что тройки векторов {1,), К} и {—1К,}} принадлежат к 
одному классу ориентации пространства ®3. В этом случае гово- 
рят, что ориентация клетки А координатами т, у, 2 и ориентация 
ее грани А, В! С\Д\ параметрами и = 2, % = у согласованы. Оче- 
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видно, что ориентация грани АВС координатами у, 2 согласо- 
вана с ориентацией клетки А координатами т, у,2. Дадим точное 
определение этому понятию в общем случае. 

Пусть гладкая поверхность 5 является границей или частью 
границы области С С 3, причем область С’ лежит по одну сто- 
рону от поверхности 5. Это означает, что у любой точки №0 Е 5 
существует окрестность О(Мо} такая, что если отрезок [М! М2] 
нормали к 5 в точке Му содержится в О(Мо) и М! Е С, а М2 # С, 
то отрезок [Мо М1] содержится в С, а отрезок [Ми М2] — в ВЗ\С. 
Тогда луч [Мо М!) называется внутренней нормалью, а луч 


[Мо М2) — внешней нормалью к поверхности 5 в точке Му от- 
носительно области С. 


Определение. Пусть в пространстве ВЗ, в котором фикси- 
рована некоторая правая (или левая) прямоугольная система ко- 
ординат, задана область С, и пусть гладкая параметрически за- 
данная поверхность 5 = ши, (и, 5) Е 2} является частью 
границы ОС’ этой области и ориентирована параметрами и, у. Че- 
рез М = М(М) обозначим вектор внешней нормали к поверхности 
5 в точке М Е 5. Тогда ориентация поверхности 5 называется со- 
гласованной с ориентацией области С, если в каждой точке М Е 5 
тройка векторов {М,г’,г’} является правой (левой). 

Другими словами, ориентация гладкой поверхности 5 С да 
называется согласованной с ориентацией области С С В3, если 
тройки векторов {М,г/,г,} и {1}, К} относятся к одному классу 
ориентации (т.е. определитель матрицы перехода больше нуля). 

‘Пусть кусочно-гладкая поверхность 5 С ОС склеена из глад- 
ких поверхностей 51 и 52 по гладкой кривой Г. Покажем, что 
положительные ориентации кривой Г относительно внешних сто- 
рон поверхностей 51 и 52 являются противоположными и, следо- 
вательно, внешние стороны этих поверхностей образуют сторону 
поверхности 5 в смысле определения стороны кусочно-гладкой по- 
верхности. 

Пусть внешняя сторона поверхности бо, © = 1,2 ориентиро- 
вана параметрами ицо, У. Через М. обозначим единичный век- 
тор внентней нормали к поверхности бо в точке М Е Г, а че- 
рез {» — единичный вектор касательной к кривой Г, задающий 
положительную относительно 5. ориентацию на Г. ‘Тогда, со- 
гласно данному выше определению, тройки векторов {М1 ги, ги } 
и {№2 ги, го} относятся к одному классу ориентации. С другой 
стороны, если п. — единичный вектор, который в точке М Е Г 
ортогонален Ма и {» и направлен от поверхности бо, то тройки 
векторов {Ма Ги, Ги} и {Мао, Го, {=} принадлежат тоже одному 
классу ориентации. Следовательно, тройки векторов {М1, п1,11} 
и {№2, 02,12} относят к одному классу ориентации (к которому 
относится базис 1,},К). 
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Касательную плоскость к поверхности 55 в точке М Е Г повер- 
нем вокруг касательной к кривой Г так, чтобы век- 


М, 
М 


< / 


Рис. 12.32 


тор №2 совпал с вектором М; (рис. 12.32). Тогда вектор п2 пре- 
образуется в вектор —п1. При повороте ориентация не меняется, 
поэтому тройки векторов {М1 п! 1} и {М, —п:,12} должны от- 
носится к одному классу ориентации. Следовательно, [2 = -Й, 
что и требовалось доказать. 


Замечание. Пусть 5 — внешняя сторона грани А; В1С' О! (см. 
рис. 12.30 и 12.31). Тогда, если Д* — проекция этой грани на плоскость 


т = 0, то 
[Раза = ] | Резьм,з)дуаа, 
А* 


8 


а с другой стороны, 


[раза = = | [ Ре, вуаеви, 
51 А* ` 


Здесь в первом случае плоскость х = 0 ориентирована координатами 


{у, =}, а во втором случае — координатами {2,у}. Таким образом, если 
плоскость х = 0 ориентирована, то 


Рама =- | Рав 
А* А 


В общем случае вводится следующее определение ориентиро- 
ванного двойного интеграла (или двойного интеграла по ори- 
ентированной области). 


#7 
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Пусть на плоскости В? фиксирована некоторая декартова си- 
стема координат х,у. Тогда, по определению, 


ага = ] | ав: а, Гав, 


с 


где ] Гас — обычный двойной интеграл от функции / по мно- 


жеству С С В2. 

При таком определении двойного интеграла по ориентирован- 
ной области формула замены переменных в двойном интеграле 
почти полностью совпадает с соответствующей формулой для од- 
нократных интегралов. А именно, пусть диффеоморфизм т = 
= (Е, 1), у = у(, 1) с отличным от нуля якобианом отображает 
область @ на область С. Тогда 


оли ль 


Отметим, что здесь под интегралом стоит якобиан отображения, а 
не модуль якобиана. 


3.3. Формула Остроградского-Гаусса для простых областей. 
Область С в пространстве ВЗ с координатами х,у,2 называется 
простой относительно оси 2, если 


@ = {(2,у,2): (т,у) Е Ш, 41(т,у) < 2< 42(т,у)}, (1) 
где р — простая область на плоскости 2 = 0, а функции 1 (т, у) и 
2 (т, у) непрерывно дифференцируемы в Д и непрерывны на О. 
налогично определяются простые области, относительно 

оси Ох и Оу, соответственно. 


Область С называется простой, если она простая относительно 
хотя бы одной из осей координат. 

Теорема 1. Пусть функции Р(т,у,2), 9(т,у,2) и (т, у, 2) 
определены и непрерывны на замыкании простой области С. 
Тогда, если они непрерывно дифференцируемы и их производные . 


ограничены на С, то справедлива формула Остроградского- 
Гаусса: | 


ОР 00 Е м 
++) ах ауа: = 
с 


=| Рауа2 + д агат + Ватау, (2) 
54 


где поверхностный интеграл берется по внешней стороне гра- 
ницы ОС области С. 
13 Зак. 193 
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Доказательство. Пусть область С элементарна относительно 
оси 2 и задана равенством (1). Пусть далее область О является 
простой относительно оси у, причем 


р [в.д : 265, ое) <у< ока}. 


Область С' будет образом открытой клетки Д = (а;5)х (0;1)х (0;1) ' 
при отображении : 
т=5, | 
у= фи) + 15 — (0), (3). 
2 = 41 (6, у) + С (42 (6,9) — 41 (6,9), 


где в последнем равенстве вместо у стоит его выражение через &' 
и 7. Очевидно, 


ое : = ($2(&) — 9 (&))(42(6, 9) — 41 (6, у)). ) 


При отображении (3) нижняя грань АВСШ, клетки А 





Рис. 12.33 
(рис. 12.33) переходит в поверхность А'В’С'О’, заданную уравне- 
нием | 
. & = 41 (т, у), (т, у) ЕО, 
верхняя грань А: В. С\О! — в поверхность А В1С1О1, заданную 
уравнением | 
2 = 42(т, у), (т, у) Е О, 


а боковые грани — в боковые грани области С. Причем внешняя 
сторона каждой грани клетки А переходит во внешнюю сторону 
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соответствующего гладкого куска границы ОС области С. Поэтому, 
согласно формуле замены о имеем: 


д(у, =) д(ч, =) | 
[Рич = |9 а о Рок, 9% 


Отсюда по формуле Остроградского-Гаусса для клетки А полу- 
`чаем, что 


[Гены (а) 
Зоя +2 (29) жа 
Легко вычисляется, что 


д 0(у,=) 9 0(у, =) 




















(у, =) 



























р = о 
Е 9(п,<) ’ дп 9(6,6) "96 6(Ет) 
ду (у, =) ду (у, =) ду (у, =) 50 
ЭЕ Э(,©) * Эт 5,6) * 55 Ел) ^^ 
д2 9(у,2) 02 0(у,2) д Е 


















дЕ Э(п,©) * дп 9,5) "96 (Е, 
дт д(у, 2) + 9 д(у, 2 +529 _ _ 95,2) 
дЕ д(п,С) 091 0(5,&) 96 9(&,т) 9(Е,п,<)` 



















о Следовательно, 
о [[еаны= | [|5 зто = Ди 
Аналогично, 
Дееыт ее) = 
ЗЕ - Век 


Е. ое и ата ева 














| © а 


В 
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Для завершения доказательства формулы (2) осталось заме- 
тить, что равенство 


Дель = [лаг 


доказано в п. 3.1. (даже при более слабых ограничениях на область 
С и функцию В). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть область С получается из простой обла- 
сти 1 с помощью некоторого поворота. Тогда, если функции 
Р, О, В непрерывны на замыкании области С, а их процзвод- 
ные непрерывны и ограничены в С, то справедлива формула 
Остроградского-Гаусса (2). 


Доказательство. Пусть поворот, переводящий область ® в 
область С’, задан формулами 


х = 1(6,1, 6), = 1,0, 2 = (6,1, 5). 


Тогда 


[вн || 


(у, =) 
Ро, с) ап ас + Ру 


(у, =) 


ае0%*= || (ве (Это) = 


И вх (Ра) 4 


Легко проверяется, что для любого дважды дифференцируемого 
отображения справедливы равенства: 


9 0,2) , 9 0,2) ‚9 (у, :) 
дЕ 0(п,с) 97 9(6,6) 96 Е) — 
дР д(у,=) , дР 0(у,=) ‚ЭР ду, =) _ дР д(т,у, =) 


——— ——_—__—_ —— = —- 


д 9(п,<) дп 9(6,8) "96 дет) 0 9(Е,т, ©). 


Следовательно, 


[ео ада] ани 


о доказываются соответствующие равенства для О 
и В. Теорема 2 доказана. 
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3.4. Формула Остроградекого-Гаусса для областей с гладкими и 
кусочно-гладкими границами. Как и на плоскости (см. п.1.7 этой 
главы), область С С №3 называется областью с гладкой грани- 
цей, если у любой точки Мо Е ДС существует прямоугольная 
окрестность П(Мо) такая, что множество СПП(Мо) является про- 
стой областью, а часть границы ДС ПП(Мо) имеет явное предста- 
вление. 

Образно область с гладкой границей можно определить как 
область без углов и ребер. Согласно определению, ее граница в 
некоторой окрестности каждой своей точки является гладкой явно 
заданной поверхностью. Отметим, что граница такой области, во- 
обще говоря, может быть несвязным множеством. 

Покажем, что для любой ограниченной области С’ с гладкой 
границей ОС справедлива формула Остроградского-Гаусса. 

Открытые клетки П(Мо), Мо Е дС, (см. определение области 
с гладкой границей) образуют покрытие множества ДС’. Каждую 
клетку П(Мо) этого покрытия уменьшим вдоль осей координат 
так, чтобы новая клетка П’(Мо) была окрестностью точки № и 
лежала строго внутри П(Мо). Очевидно, открытые клетки П’(Мо), 
МЕ ОС, снова образуют покрытие множества ОС. А так как ОС 
— компакт, то существует конечное число клеток П’(Мо), которые 
покрывают дС. Пусть клетки 


| П/’(М,), ..., (М) (1) 
образуют это конечное покрытие множества ОС. 
п 


Очевидно, множество (0 = С\ 0 П/(М;) замкнуто и лежит 
9= 

строго внутри области С’, поэтому каждая его точка № имеет пря- 
моугольную окрестность П( М), замыкание которой не пересека- 
ется с ОС. Как и выше, через П’(Мо) обозначим новую открытую 
клетку, которая является окрестностью точки № и лежит строго 
внутри П(Мо). Очевидно, клетки П’(Мо), МоЕ Со, образуют по- 
крытие множества Со, а так как оно компактное, то существует 
конечное число этих клеток: 


П(Мл-1), ... П’(Мм), (2) 
которые покрывают С. 
Таким образом, совокупность множеств (1) и (2) является по- 


крытием замкнутой области С, причем это покрытие такое, что 
каждая область . 


а; =@пи(М,, 1=12,..., М, 


является простой. 
Пусть функции 


(т, 9, 2), =... М, 


182 Гл.12. Основные интегральные формулы 


образуют разбиение единицы, подчиненное покрытию (1), (2) за- 
мкнутой области С’. Тогда, если х = Рауа2 + дазах + Кахау, 


=== о -> [Г . 


2. 


А так как для области С’; справедлива формула Остроградского- 


Гаусса, то 
1/-- 5 


| Ги. 

не 
1 9С; 

Здесь [; = 0 на дС; для 1 > п, а для ] < п функция [; может быть 

отличной от нуля только на той части ОС’;, которая лежит на ОС. 

Следовательно, 


о 


Сформулируем доказанное утверждение. 


Теорема. Пусть функции Р(т,у,2), 0(т,у,2) и В(т,у,2) 


определены и непрерывны на замыкании ограниченной области ' 


СС В? с гладкой границей. Тогда, если они непрерывно диффе- 
ренцируемы на С и ит производные ограничены, то справедлива 
формула Остроградского-Гаусса 


ты (3) 


Здесь, как обычно, и = Рауа2 + агат + Ват ау, а поверх- 
Е Ы интеграл берется по внешней стороне границы ОС обла- 
сти 5 

Аналогично доказывается формула (3) и для ограниченной обла- 
сти С с кусочно-гладкой границей ЭС в случае, когда у каждой 
точки Мо Е С существует окрестность О(Мо) такая, что область 
СпоО(Мо) простая или некоторым поворотом отображается в про- 
стую область. 


3.5. Геометрический смыел знака якобиана отображения. Пусть . 


 — некоторая область координатного пространства &, 7, С, и пусть 
Ф — непрерывно дифференцируемое отображение области ® в ко- 
ординатное пространство т, у, 2. Будем предполагать, что якобиан 
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отображения Ф отличен от нуля в ®, т.е. либо всюду в О положи- 
телен, либо всюду отрицателен. Тогда, как известно, множество 
С =$(Я), т.е. образ области Я, тоже будет областью. 

Легко показать, что если поверхность > С Я гладкая, то ее 
образ 5 = Ф(У) тоже будет гладкой поверхностью. 

Через ил обозначим произвольную область с гладкой границей 
с, замыкание которой содержится в 9. 


Теорема 1. Пусть непрерывно дифференцируемое отобра- 
жение Ф : Я - С с отличным от нуля якобианом взаимно 
однозначно. Тогда, если якобиан отображения Ф положите- 
лен (отрицателен) на Я, то положительная ориентация гра- 
ницы области ш при отображении Ф индуцирует положитель- 
ную (отрицательную) ориентацию границы области д = Ф(и). 


Доказательство. Из формулы Остроградского-Гаусса сле- 


дует, что 
тд = [2494 
99 


где дд — положительно ориентированная граница области 9. При- 
менив формулу замены переменных в поверхностном интеграле, 
получим; 


е (у, 2) д(у, 2) (у, 2) 
т . ото “Е 


где, как обычно, ди — положительно ориентированная граница 
области и, и поэтому = = +1, если при отображении Ф ориентация 
0) индуцирует ориентацию 09, и Е = —1 в противном случае. 

Поверхностный интеграл в равенстве (1) преобразуем по фор- 
муле Остроградского-Гаусса. Тогда 


позе (а (8.0) * о. 











4 ат, (1) 











Легко проверяется, что 
9.96.9), 006.8) д 0) _ 
дЕ 9(п,() дп 9(6,&) 96 9(Ет) — 
дх 0(у,2) 0х 0(у,2) ‚ дх 0(у,2) _ 0(х,у,2) 


дЕ Э(п,©) ’ дп 9,5) '9С Эт)  Э(Ет,О’ 








.0, 
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Следовательно, 
д(т о 
и поэтому 
д(5, у, 2) 
ЕО в & 
9(Е, 1,6) 


что, как легко видеть, и доказывает наше утверждение. 

Таким образом, если якобиан отображения положительный, 
то ориентация границы при этом отображении сохраняется, 
а если отрицательный, то орчентация меняется. В этом и 
состоит геометрический смысл якобиана отображенил. 


$4. Интегралы от дифференциальных форм 
и формула Стокса 


4.1. Ориентация гладкого параметричесни заданного многообра- 
зия. В п-мерном пространстве Е” множество всех аффинных си- 
стем координат разбивается на два класса эквивалентности сле- 
дующим образом: две системы координат относятся к одному 
классу, если определитель матрицы перехода положителен, в про- 
тивном случае они относятся к разным классам. 

Аналогично, множество произвольных (криволинейных) си- 
стем координат, которые получаются одна из другой с помощью 
некоторых диффеоморфизмов с отличным от нуля якобианом, тоже 
разбивается на два класса эквивалентности. А именно, две си- 
стемы координат относятся к одному классу, если якобиан соот- 
ветствующего диффеоморфизма положителен, в противном случае 
они относятся к разным классам. 

Эти классы эквивалентности называют классами ориентации 
систем координат в пространстве В", а пространство Е” с фик- 


сированным классом ориентации систем координат — ориенти- | 


рованным пространством. Другими словами, ориентированное 
пространство В” — это пространство В", в котором фиксирована 
некоторая система координат и допустимыми преобразованиями 


координат являются диффеоморфизмы с с положительным якобиа-. 


ном. 

Аналогичные классы ориентации систем координат можно рас- 
смотреть и для любого гладкого параметрически заданного ^-мер- 
ного многообразия 5. 

Пусть гладкое многообразие 5 задано отображением 


х=9(и), чЕБ, (1) 


где х = (т1,..., 21), и = (№1,.... ик), 1 < < л. На 5 параметры 
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1... Ук являются координатами, а допустимые преобразования 
параметров, которые являются диффеоморфизмами с отличным 
от нуля якобианом, — преобразованиями координат на 5. Сле- 
довательно, множество всех возможных систем координат на 5 
разбивается на два класса эквивалентности, которые на 5 задают 
две возможные ориентации. 

Гладкое многообразие с фиксированной ориентацией называ- 
ется ориентированным. Для ориентированного многообразия 
допустимыми преобразованиями параметров (которые и задают 
ориентацию) являются диффеоморфизмы с положительным яко- 
бианом. 

В случае, когда К = п -— 1, применяется еще и другой способ 
ориентации многообразия 5 в ориентированном пространстве В”. 

Пусть 5 — гладкое (п — 1)-мерное многообразие, заданное ото- 
бражением (1) при Е = п-1. Тогда в каждой точке М Е 5 
определены касательные векторы 


^дх, 
= Ле. ты 
+ = Ви =1..4п-Ъ, (2) 
1" 
где е!,..., е, — канонический базис в пространстве В". Отме- 


тим, что так как многообразие 5 гладкое, то векторы (2) линейно 
независимы в любой точке МЕ 5. 


Рассмотрим вектор №(М)}, равный разложению по первой строке 





«определителя» 
е е2 .. еп 
г дт1 дт2 _ дтп 
| ди дб — щ 
дт1 до де» 
ди Ои-1 в Оит—1 


в точке М Е 5, т.е. вектор 


| Г 9(х 4, тп) 
М(М) = О (3) 
1=1 д(и1, ...) ип-1) 
где значок «”» над х; означает, что т; отсутствует. Этот вектор 
отличен от нуля в любой точке М Е 5 и задает одну из двух норма- 
лей к многообразию 5 в точке М, причем он такой, что векторная 
функция М(М), М Е 5, непрерывна на 5. 

Говорят, что любая непрерывная на 5 векторная функция из 
единичных нормалей п(М), МЕ 5, определяет одну из сторон 
многообразия 5. 

12 Зак. 193 
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Из предыдущих рассуждений следует, что любое гладкое па- 
раметрически заданное (п — 1)-мерное многообразие 5 имеет 
две и только две стороны: одна определяется нормалью М(М), 
а другая — нормалью М(М). 

Говорят, что ориентация многообразия 5 параметрами щ ,... 

‚ Ип-1 \ его сторона, определяемая нормалью п = п(М), со- 
еласованы, если определитель матрицы перехода от канонического 
базиса (е1›ео, .... ев) к базису (п,%1, ..., ш_1) больше нуля, т.е. 
если эти базисы относятся к одному классу ориентации простран- 
ства В”. 

Из формул (2) и (3) следует, что у гладкого (п — Г) Воного 
многообразия 5, заданного отображением (1), его ориентация па- 
раметрами 1, ..., ии_1 и его сторона, определяемая нормалью (3), 
всегда согласованы. 

Пусть многообразие 5 имеет явное задание 


т: = ф(ть, 6 ра) (т; ось тп) ЕД. 


В этом случае из Формы (3) получаем, что у нормали М 1-я ко- 
ордината равна (-1) 1. Следовательно, нормаль М для нечетных 
? определяет верхнюю сторону (относительно оси х;) многообра- 
зия 9, а для четных $ — нижнюю сторону, и поэтому ориентация 
многообразия 5 координатами т1,...,2;,..., Хип согласована с его 
верхней стороной при нечетном $ и с нижней при четном $. 


4.2. Интегралы по гладким параметрически заданным много- 
образиям. Пусть непрерывно дифференцируемое отображение 


т=9(и), чЕР, (0 


где х = (51,...) 21), и = (щ,... мк), 1 < Ё < п, задает гладкое 
К-мерное многообразие 5 в п-мерном пространстве В". Будем счи- 
тать, что это многообразие ориентировано своими параметрами, и 
поэтому допустимыми преобразованиями параметров на 5 явля- 
ются диффеоморфизмы с положительным якобианом. 


Определение. Пусть гладкое К-мерное многообразие 5’ за- 
дано отображением (1) и ориентировано своими параметрами. То- 
гда для любой функции }, определенной на 5, и любого набора из 


к координат т), ...) т, число, равное К-кратному интегралу 
[гы 9( и; ) Э(ти,..> т,) аи, 


ди, шк) о ик) > 


называется цнтегралом от И 
7 ат: ... 4т., (2) 





$4. Интегралы от дифференциальных форми формула Стокса 187 


по многообразию 5 и обозначается 


и Даль. ат. (3) 
и: : ;; : о 
4; : 5 * 

В эгом обозначении символы 4х; ,..., ах:,, как обычно, будем 
называть дифференциалами переменных т:,... т. Отметим, 


что введенная здесь форма (2) является простейшей дифферен- 
циальной формой К-го порядка. (Подробнее дифференциальные 
формы будут рассмотрены в п. 4.3.) 

Таким образом, по определению, 


у) а». .. Э(тн, ..> та) 
[14 нон гы) на. аи. (4) 


мк) 


Покажем, что это определение интеграла (2) является коррект- 
ным. А именно, покажем, что значение интеграла (2) не зависит 
от способа параметризации многообразия 5. 

Пусть многообразие 5, заданное отображением (1), имеет дру- 
гое допустимое представление 


т= 4(=), СЕ р*, 


где & = (&,..., &). Тогда, согласно определению, существует диф- . 
феоморфизм и = ч(&) области О* на область О, якобиан которого 
больше нуля. А так как | 


Э(т:,, 9 ть) нь д(т:, #9 т.) , д(ил, у ик) (5) 
(Е, ...&) (що щь) О. вк)” 


то по формуле замены переменных в кратном интеграле получаем 
равенство 


(Тау 5жы) ЕР зы) 1 
ет (&1,..., &%) "= ты (ил, .. у мк) т (9) 


+ 
которое и доказывает наше а о. 
Отметим некоторые основные свойства интегралов вида (3). 
1°. Если в интеграле (3) поменять местами два соседних 


дифференциала, то его значение изменит знак на противопо- 
можный. Например, 


| ати ат. ат: ... ат, =- ] Гат, ати ат, ... ати. 
5 5 


2°. Если в интеграле (3) среди дифференциалов 4х; ,..., ата, 
есть одинаковые, то он равен нулю. 
12 
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3°. Если в интеграле (3) поменять ориентацию многообра- 
зия 9, то его значение изменит знак на противоположный. 
Например, если 5+ — многообразие, заданное отображением (1) 
и ориентированное своими параметрами, а 5 — противоположно 
ориентированное многообразие, то 


Да ... ат = - [ла ера. 
5- 5+ 

Свойства |1 и 2 непосредственно следуют из формулы (4). До- 
кажем свойство 3. 

Пусть 5 — многообразие 5, ориентированное параметрами &, 
которые связаны с параметрами и диффеоморфизмом и = ц(&) с 
отрицательным якобианом. Тогда, в силу равенства (5), по фор- 
муле замены переменных в кратном интеграле вместо равенства 
(6) получаем: 


Они. (Ши) ве 
ты 9(&1, .. . „„ &к) «- ты, д(и1, .. ик) в 


что и а наше Не. 

Отметим несколько частных случаев формулы (4). 

Если К = 1 ип > 2, то 5 — это кривая в пространстве В”, 
заданная отображением ф = ф(и), ие А, где А — некоторый 
промежуток прямой В!. Тогда 


лан = | еды аь г=ь3, 
5 А 


где кривая 5 ОНА параметром и. 

Если К = дип > 3, то 5 — это двумерная поверхность в 
пространстве К”, заданная отображением г = ф(и, о), (и, 5) Е О, 
где р — измеримая область плоскости В?. Тогда 


[зна = ] бы, а вы 4%, 


$=12,...п 71=12,... т, 
где поверхность 5 ориентирована параметрами и, \. р 
Наконец, если К = п, то 5 — это некоторая область С’ в про- 
странстве К”, которая является образом области ДР С Е” при 
отображении т = ф(и) и которая ориентирована координатами 
и = (%1,... 1). Тогда 


ы. (т) ати... ать = [лы ИФ (дет) 22а, и, 


° т) 
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где 11,12,....3п — некоторая перестановка чисел: 1,2,..., п. В 
частности, если т = ч, то 2. 


ла ати... Ч; = (-1)* [| ле) ах, 
с с 


где & — число транспозиций, при помощи которых перестановка 
$1.12, ..., т получается из 1,2,..., п. В этой формуле в левой ча- 
сти стоит интеграл по области С, ориентированной координатами 
т. ,....Ты, а справа — интеграл по области С’, ориентированной 
координатами т], ..., тп. 

Рассмотрим еще случай, когда (п — 1)-мерное многообразие 5 
имеет явное задание 


т: =9(и), цчЕБ, (7) 


где р — измеримая область на гиперплоскости т; = 0, ац = 
= (21,...2)... 20) — точка на этой гиперплоскости (значок 
«^» над т; означает, что г; отсутствует). Из формулы (4) следует, 
что если 5 ориентировано координатами 21,..., 21, ..., п, т 


ал... в... авы = | 1фь 
5 р 


У любого (п — 1)-мерного многообразия 5, имеющего явное 
задание вида (7), естественным образом определяются верхняя 
сторона и нижняя сторона относительно оси 1;. Известно, что 
ориентация многообразия 5 координатами 11, ..., 2:,..., Хл при 
нечетном $ согласована с его верхней стороной, а при четном $ — 
с его нижней стороной. Поэтому если 5 — внешняя сторона мно- 
гообразия 5, то 


Гал... Фе = (1 || рат... Фе 
5 _ 5 


где в последнем интеграле многообразие 5 ориентировано коорди- 
натами 11,..., 2. ...) Тп. 
_ В конце выведем формулу замены переменных для интегралов 
вида (3). | 
Пусть гладкое К-мерное многообразие 5 является образом глад- 
кого К-мерного многообразия 5* при диффеоморфизме х = г(ё), 
Е = (&,..., &). Тогда если 5* задано отображением & = &(и), 
иЕ р гдец = (и1,..., ик), то 5 имеет представление х = 2(&(и)), 
цЕР. 


190' Гл.12. Основные интегральные формулы 


В определение интеграла от формы (2) по многообразию 5 вхо- 
дит (см. (4)) определитель квадратной матрицы 














дз: У; 
а: 8 
див ? ( ) 
которая является произведением двух прямоугольных матриц 
Эт: 0Е; 
0Е; див й | р 


























Где а =Й,... 9,71 =12,... п В=Ь.... 
Согласно формуле Бине-Коши, для определителя матрицы (8) 
справедливо равенство 


(т .. 0) = д(та. . 5) (Е, ...у &,,) 
к = А, ле ВР, 
д(и1,... ик) л<-< 9(Ел, .'.) &») д(и1, ...) \ь) 

где суммирование идет по всем наборам из целых чисел (7... 7) 


таких, что 1 < л <... < Л < п. 
Теперь отсюда и из формулы (4) получаем формулу 


Э(т: ‚а ть) 
Лахти... ть, = 1(5(ё)) * 4... &у,, 
/ у 


которую будем называть формулой замены переменных в инте- 
грале по К-мерному многообразию. 


4.3. Дифференциальные формы. В предыдущих параграфах 
мы уже пользовались понятием дифференциальной формы. На- 
пример, на плоскости рассматривались`дифференциальная форма 
= Рах + Оду иее дифференциал 


4 = аРах + 40 ду = (> _ 8) ат ау. 


В этом пункте рассмотрим дифференциальные формы произ- 
вольного К-го порядка от п переменных. 


Определение 1. Пусть в области а С В" определено ко- 
нечное семейство непрерывных (или непрерывно дифференцируе- 
мых) функций а...:, (т), занумерованных К индексами Нлеы а 
каждый из которых может принимать любое целое значение от 1 
до п. Тогда для любого гладкого К-мерного многообразия 5’, за- 
данного отображением 


5=2(и), цЕБ, (1) 
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гдетес, и = (щ1,.... 1), 1<Ё < п, число, равное К-кратному 
интегралу 
| ыы) 
се ыы РАЙ: АР 2 
] У ее ре Фь (2) 


где суммирование идет по всем функциям аз... 1, (7) из данного се- 
мейства, называется интегралом от дифференциальной формы 


К-го порядка 
и = У та ь(т) ти... ат, | (3) 


по многообразию 5 и обозначается ] ш. 
5 


Согласно этому определению, дифференциальная форма (3) 
— это оператор, который каждому гладкому К-мерному многообра- 
зию 5, заданному отображением (1) и ориентированному своими 
параметрами, ставит в соответствие число, равное ^-кратному ин- 
тегралу (2). 

Функции а; ,..:;,(т) называются коэффициентами дифферен- 
уцальной формы (3), а формы ати ... ат, — базисными диффе- 
ренциальными формами К-го порядка. 

Любую непрерывную функцию /(т) будем считать дифферен- 
циальной формой нулевого порядка. 

Заметим, что у дифференциальной формы аи некоторые (или 
даже все) коэффициенты могут быть равными нулю. Очевидно, 
такие слагаемые в форме и можно опустить. 

Дифференциальную форму м, у которой все коэффициенты 
равны нулю, будем называть нулевой и писать и = 0. 

Для дифференциальных форм можно определить сумму и про- 
изведение. Их складывают и умножают по правилам сложения и 
умножения многочленов, но без изменения порядка дифференци- 
алов. Например, если заданы дифференциальные формы 


ила = а(т) 4та, ... 4ха,, (4) 
шв = (2) 4тр, ... атв», (5) 


порядка К и р, соответственно, то дифференциальная форма (К-+р)- 
го порядка 
а(т)6(т) ато, ... ато, атв, ... тв, 


называется произведением дифференциальных форм ша и ив и 

обозначается шошр. Очевидно, что в общем случае шошв 7 швша. 
В произведении шов дифференциальные формы о и шв мо- 

гут иметь произвольные порядки. Однако сумма определяется 
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только для форм одного порядка. Например, если заданы диф- 
ференциальные формы ша и шв К-го порядка (см. (4) и (5)), то 
дифференциальная форма К-го порядка 


а(т) ато, ... ато, +6(5) 4тв, ... тв, 


называется суммой дифференциальных форм шо и ив и обознача- 
ется ша + чв. 

"Таким образом, любая базисная форма -го порядка равна про- 
изведению К базисных форм 1-го порядка, а любая дифференци- 
альная форма К-го порядка есть линейная комбинация базисных 
форм К-го порядка. 

Определение 1 делает естественным следующие правила пре- 
образований дифференциальных форм: 


1. Можно менять местами слагаемые. Например, 
а(т) Что, ... та, + 6(т) тв, ... тв, = 
= (2) 4тр, ... 4х, + а(т) ато, ... ато, - 


2. Можно приводить подобные, т.е. объединять слагаемые с 
одинаковыми индексами. Например, 


а(т) ата, ... ат, + 6(т) ат: ...ать = 
= (а(т) + 8(5)) ат; ... ат. 
3. Если в сумме (3) у некоторого слагаемого 
а(т) ат: ... ат, 


среди индексов есть два равных, то это слагаемое можно опустить, 
т.е. считать его равным нулю. 

4. Если у некоторого слагаемого поменять местами два сосед- 
них дифференциала, то оно поменяет знак. Например, 


а(т) ат, ати, 4л,... ат, = —а(т) ати Ат... ат. 
Определение 2. Для любой дифференциальной формы К-го 
порядка 
ш = а (х) ати... ати 


с непрерывно дифференцируемыми коэффициентами аз, ., (т), диф- 
ференциальная форма (К + 1)-го порядка . 


ход 
о. № эл. 41 .-ь (2) атуат, ... ат. 
9=1 7 


называется дифференциалом формы ш и обозначается аш. 
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Согласно этому определению, если функция } ($) непрерывно 
дифференцируема, то ее обычный дифференциал 


п 9! 
Ч. 


является и ее дифференциалом как формы нулевого порядка. Од- 
нако, как легко видеть, дифференциал от дифференциала как фор- 
мы 1-го порядка всегда является нулевой формой. 

Вообще, 4(4) = 0 для любой формы и с дважды непрерывно 
дифференцируемыми коэффициентами. 

В конце отметим, что из формулы замены переменных в ин- 
теграле по К-мерному многообразию естественным образом сле- 
дует формула перехода к новым переменным в дифференциальной 


форме К-го порядка. А именно, если переменные х = (51, ..., 2п) 
иё= (&1,..., &) связаны диффеоморфизмом г = 5(&), то. 
д(х; ...) 2$ ) 
а(т) ат... ат, =. 64) ее) 4... 4», (6) 
— а 

где суммирование идет по всем наборам из целых чисел (71, ..., №) 
таких, что1 < л<`. < д < п. 

Заметим, что если в форме а(т) ат; ...4т;, дифференциалы 
ат,,.... ат, формально заменим на их выражения через диф- 
ференциалы А&1,..., 4, и упростим полученное выражение по 


правилам преобразования дифференциальных форм, то получим 
формулу (6). (Докажите это утверждение в качестве упражнения.) 


4.4. Согласованные ориентации гладкого многообразия и его 
края. Рассмотрим многообразие 5, заданное непрерывным отобра- 
жением 


х = (и), ицЕБ, (1) 


где х = (1т1,... 451), и = (щ,.. 1), 1 ЗК < пар — за- 
мыкание области О С В. Как обычно, точка этого многообразия 
называется внутренней (граничной) точкой, если она является 
образом внутренней (граничной) точки области О. Совокупность 
всех граничных точек многообразия 5 называется краем много- 
образия 5 и обозначается 05. 


Если отображение (1) непрерывно дифференцируемо в замкну- 
той области О, то многообразие 5 называется непрерывно диффе- 
ренцируемым многообразием с краем. Если, кроме того, ранг 
матрицы Якоби отображения (1) в О равен К, то многообразие 5 
называется гладким К-мерным многообразием (с краем). 
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Пусть (Е — 1)-мерное гладкое многообразие ^у, заданное отобра- 


жением у 
и = %(&), & = (1, ..9 в—1) Е 9, (2) 


является границей или частью границы области О. Тогда, со- 
гласно определению, гладкое (К — 1)-мерное многообразие Г, за- 
данное отображением 


5=2((е)), 661, (3) 


является краем или частью края многообразия 5. 


В каждой точке многообразия 7) определены касательные век- 
торы 


о В 


и единичный вектор внешней нормали п (относительно области 
р). Напомним, что ориентация многообразия у С ОО параме- 
трами &1,..., &к-1 согласована с ориентацией области О коорди- 
натами и1,..., мк, если (п,&1,..., 1) и заданный базис в ОР 
относятся к одному классу ориентации. 


Определение 1. Пусть гладкое к-мерное многообразие 5 за- 
дано отображением (1), гладкое (К -— 1)-мерное многообразие 77 С 
С 90 — отображением (2), а гладкое многообразие Г С д5 — 
отображением (3), и пусть эти многообразия ориентированы сво- 
ими параметрами. Тогда, если ориентация многообразия 77 согла- 
сована с ориентацией области О, то соответствующую ориентацию 
Г с 95 будем называть согласованной с орцентацией 5 и бу- 
дем говорить, что Г ориентировано положительно относительно 
многообразия ©. _ 


Гладкое К-мерное многообразие 5, заданное отображением (1), 
называется многообразием с кусочно-гладким краем, если гра- 
ница области О является объединением конечного числа гладких 
(К — 1)-мерных многообразий. Если каждое такое (К — 1)-мерное 
многообразие ориентировано положительно относительно 5, то го- 
ворят, что ориентации 5 и 05 согласованы или что край 98 
многообразия 5 ориентирован положительно. 


4.5. Ориентация кусочно-гладкого многообразия. Сначала опре- 
делим операцию склеивания двух параметрически заданных мно- 
гообразий. 


Пусть многообразия 51 и 52 заданы, соответственно, отображе- 
ниями 


5= (и), и=(ш,. о щ) Е Ру, 8 


т=4(о), о = (11, .... 9) Е Ра, 
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и пусть многообразие 71, заданное отображением 


и = и(&), & = (21, ну вк-1) Е 1, 


является частью ОД\1, а многообразие ^/2, заданное отображением 


9 =5(71), П= (11, .... ПЕ) Е 92, 


— частью Оз. Тогда, если существует гомеоморфизм 17 = 7(ё) 
области О: на область 2 такой, что 


$(и(5)) = + (%(п(ё))) УЕ ЕЯ, 


т.е. если отображения г = ф(и(5)), Е; их = (%(п)), пЕ 92, 
являются допустимыми представлениями некоторого многообра- 
зия Г, то говорят, что многообразия 51 и 52 допускают скле- 
ивание по многообразию Г. В этом случае совокупность мно- 
гообразий 51,52 и Г называется многообразием 5, склеенным 
из многообразий 51 и 52 по многообразию Г, а гомеоморфизм 
7 = 7(&) — склеивающим гомеоморфизмом. 


Определение 1. Совокупность конечного числа гладких (- 
мерных многообразий, каждое из которых склеено по одному или 
нескольким (К — 1)-мерным многообразиям хотя бы с одним из 
данных К-мерных многообразий, называется кусочно-гладким К- 
мерным многообразием. 


‚ Пусть два гладких К-мерных многообразия 51 и 52 ориенти- 
рованы и склеены по (К — 1)-мерному гладкому многообразию Г. 
Тогда на Г, как на краю, возникают ориентации, согласованные 
с ориентациями 51 и 52 соответственно. Если на любом гладком 
многообразии склеивания эти две ориентации противоположны, то 
ориентации многообразий 51 и 52 называются согласованными. 


Определение 2. Кусочно-гладкое К-мерное многообразие 5 
называется ориентируемым, если каждый его гладкий кусок мож- 
но ориентировать так, что любые два склеенных многообразия бу- 
дут иметь согласованные ориентации. Если на гладких кусках вы- 
браны согласованные ориентации, то многообразие 5 называется 
ориентированным. 


Определение 3. Пусть 5 — ориентированное кусочно-глад- 
кое К-мерное многообразие, склеенное из гладких многообразий 
51... эм, и пусть на этих многообразиях определена дифферен- 
циальная форма & К-го порядка. Тогда сумма интегралов от и) 
по 5,1] =1,...., М, называется интегралом от формы & по 


многообразию 5 и обозначается | ш. 
ее . г $ $ + $ 1 
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Пусть кусочно-гладкое многообразие 5 склеено из гладких К- 
мерных многообразий 51,..., 5м с кусочно-гладкими границами. 
Тогда точка края любого из 5, не являющаяся точкой склейки, 
называется граничной точкой ‘многообразия 5, а множество всех 
таких точек — краем (или границей) многообразия 5 и обознача- 
ется 05. Если многообразие 5 ориентировано, то на д5' определя- 
ется, как и для гладких многообразий, ориентация, согласованная 
с ориентацией 5. 


4.6. Формула Остроградского-Гаусса в п-мерном пространстве. 
Сначала рассмотрим так называемые элементарные области. 

Как обычно, область С С В” называется элементарной отно- 
сительно оси ту, если 


а= { о - р}, 


где р — измеримая область на гиперплоскости 1; = 0, и = (11, ... 
... 6... Тв), а функции фа (и) 1 и ф2(и) непрерывны на замыка- 
нии области О. (Здесь значок «^» над т; означает, что т; отсут- 
ствует.) 

Область С’ называется элементарной, если она элементарна 
относительно одной из осей координат. Граница ОС'элементар- 
ной области С состоит из цилиндрической поверхности и оРРФЕОВ 
двух непрерывных функций. 

Пусть область С элементарна относительно оси х;, и пусть на а 


задана функция, которая непрерывна на замкнутой области С, ав 
9 

С имеет ограниченную непрерывную производную ——. Докажем, 
2: 


что при этих условиях справедлива формула | 


а (1) 


где значок «”» над 4х; означает, что если $ 2 1, то на 1-м месте 
4т; отсутствует (4т; всегда стоит на первом месте). 


В формуле (1) слева стоит интеграл от дифференциальной фор- 
мы (п - 1)-го порядка 
Гат... а&;... а, 


по внешней стороне границы ОС области С’, а справа — интеграл 
от формы п-го порядка 


и, 45;... ать 
т 


по области С, ориентированном координатами 1;,т1,.... 2... тп. 


О, А ини ^ А 
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Согласно определению интеграла по ориентированной области, 
. и ы 
[вы ат; 41 .. . 4... тв = (-1)' 1 5 —- (2) 


где справа стоит обычный кратный интеграл по а С. А так 
как область С элементарна относительно оси ту, то 


42 (и) 


бт 57 
5. 4х = ] аи | Эш ат; = 
с 


р фм) 


ь | а ] Ди, фл (и) ди, 
р р 


где через /(и, р; (и)), 7 = 1,2, обозначены значения функции } 


при 2; = ф;(и). 
Известно (см. п.4.2), что 


[1 и, фу) ди = т . фа 


где через 5; обозначено аа которое является графиком 
функции 

= 5 (21, ..)Ть... ‚ т) 
и ориентировано координатами 21,...,24,....Фи. Этот интеграл 


и интеграл по верхней стороне 5; многообразия 5; связаны соот- 
ношением 


[гало вн... Фвы = (Ц ] авт... ван, 


5} 
Следовательно, | 
/ и, (и)) а = (1) Л Гат... ФН... фт, 
и поэтому 
[= ах = (-1)"! ее .. @хв- 


ба 48... 4тп- 
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А так как интеграл от { ат .. . 45:... 4тп по цилиндрической ча- 
сти границы области С равен нулю, то 


Да = (1 у ут тат... 4 .. 4, (3) 
с 


где ОС’ — внешняя сторона границы области (С. 

Теперь формула (1) следует из (2) и (3). 

Из доказанного утверждения следует, что если область С’ эле- 
ментарна относительно всех осей координат, а функции @(5) не- 


прерывно дифференцируемы в С и непрерывны на С, то 


Ге 2х) ат1... 45;... ата = 
Эа 1=1 


п да; 
= [5 чел... вЫ... Фен, (4) 
а = 


или, что то же самое, 


[еще ) 421... 45;... ат = уонти ае. (5) 
дс = с =! т 


Формулы (4) и (5) будем называть формулами Остроградского- 
Гаусса в п-мерном пространстве. 


При п = 2 формула (4) — это формула Грина. Действительно, 
в этом случае она имеет вид 


Да ато + а2 ат1 = 5-я ато + в ато ат. 
Отт дто 
да с - 


Если здесь положить а2 = Р‚ а1 = ©, 11 = т, 12 = у, то получится 
обычный вид формулы Грина: 


ео И э) ау. 


При п = _ формула (4) — это уже известная формула Остроград- 
ского-Гаусса. Действительно, в этом случае она имеет вид 


а1 4т2 4тз + аз ат 4тз + аз ат: ато = 
дс 


дал да2 даз 
= — 451 472 4тз + —— атоат! ат + — 4х ат! ахо. 
] дт1 ее дто р дхо в 





`  ——ы—ыы—_—— о ——— 
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Положим здесь а1 = Р, а2 = —0©, аз = В, т = <, 52 = у, 13 =2. 
Тогда эта формула принимает вид 


| раза ата ватау = Ш (++) 4х ауа:2. 
с 


дс 


С помощью дифференциальных форм формула Остроградского- 
Гаусса записывается следующим образом: 


[== ] ам, в 
дб с > 


п 
где и = У\ а; (т) ат1 ... 44... атп. 
$=1 

Выше формула Остроградского-Гаусса (4) доказана для обла- 
стей элементарных относительно осей координат. Как видно, это 
доказательство почти дословно повторяет соответствующее доказа- 
тельство этой формулы при п = 3. Аналогичным образом дока- 
зывается, что формула (4) справедлива для любой ограниченной 
области С, которую можно разбить на конечное число областей 
элементарных относительно всех осей координат. 

Понятие простой области в В” вводится по индукции: для 
п = 2 оно уже определено, а для п > 2 область С С В" называется 
простой, если она элементарна относительно одной из осей коор- 
динат, причем, если она задана равенством (1), то (п — 1)-мерная 
область О простая, а функции ф1 и 2 непрерывно дифференци- 
руемы в О и непрерывны на О. 

Так же, как и в случае п = 3, сведением к клетке А доказыва- 
ется, что формула Остроградского-Гаусса справедлива для любой 
простой области. 

Область С С Е" называется областью с гладкой границей 
ОС, если у каждой точки Мо Е ОС существует п-мерная окрест- 
ность О(Мо) такая, что множество С ПО(Мо) является простой 
областью, причем многообразие ОС П О(Мо) является графиком 
непрерывно дифференцируемой функции. 

Как и в случае п = 3, с помощью соответствующего разби- 
ения единицы формула Остроградского-Гаусса доказывается для 
любой ограниченной области С С ®” с гладкой границей. Отме- 
тим, что таким образом доказывается более общее утверждение. А 
именно, доказывается, что формула Остроградского-Гаусса спра- 
ведлива для любой ограниченной области С С ЕВ", граница кото- 
рой обладает следующим свойством: у каждой точки Мо Е ОС 
существует п-мерная окрестность О(№М) такая, что для области 
СПО(Мо) справедлива формула Остроградского-Гаусса. Этот класс 
областей включает все важные для приложений области с кусочно- 
гладкими границами. 
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4.7. Формула Стокса в п-мерном пространстве. Пусть 5 — глад- 
кое (К + 1)-мерное многообразие с краем, заданное отображением 


_ жЖь— __ м 


= ф(и), чЕБ, (1) 


где х = (11,...1п), и = (щ,... чь), [< Е < пар — 
замыкание области О С В+". 

Через 05 обозначим край многообразия 5, который по опреде- 
лению является образом границы ОДО области О. Будем считать, 
что О склеена из конечного числа гладких К-мерных многообра- 
зий и что для О справедлива формула Остроградского-Гаусса. При 
этих условиях докажем формулу 


п 
д 
Даль, о ат, = > [5 ауаль, ее: ат, (2) 
85 15 > 


где функция ] определена и непрерывно дифференцируема в не- 


которой п-мерной окрестности многообразия 5, а ориентации мно- 

гообразия 5 и его края 05 согласованы. 
Пусть граница области Ш склеена из конечного числа гладких 

К-мерных многообразий ^у, заданных отображением вида 


= %(&), & = (21, ..) &) Е 9, 


и что каждое из них своими параметрами ориентировано поло- 
жительно относительно области О. Тогда, если Г — образ у при 
отображении (1), то, согласно определению, 


[ла вы = | бе орет 
/ о и 
А так как 


Эт: у дт, ди; бд, 
1=1 





ОЕ; ди; ОЕ; ? $=1,2,..., К, 


дт:. 
Е; 


Эт, 
ди; 





т.е. матрица Якоби 














есть произведение прямоугольных ма- 
триц 

ди; 
ОЕ; 


} 
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то для ее определителя, согласно формуле Бине-Коши, справед- 
ливо равенство 


(тн, 524) _ 
(Е, ..-, &) 
=. (1, аа й,, и мк+1} Э(Ё, се к) но 


где обозначение &,; означает, что в матрицах Якоби вычеркнут 1-й 
столбец или, соответственно, 1-я строка. Следовательно, 


К-+1 


а ... ат = >. [ешь аи... 4}... Чит, 
Г Е 


где : 
(и) = Ост) 
5 (м) 5 д 2. е 
(м1, чу р) .. + ик+1) 


Просуммировав эти равенства по всем гладким многообразиям 
у С ОриГС 95, получим равенство 


К-+1 


авы ... ат = >. | ле) ‚ Ки) аш... 4й;... ик. 
95 


2=1ю6р 
По условию, для области РС В+! справедлива формула Остроград- 


ского-Гаусса. Поэтому 


[таль ... ат. = 


95 
Е-1 д 
= Хх] 5. (лечь 6.) аи; аш... 4; аа Чик. 
р 1 


Нетрудно показать, что 


+1 5 
А-а = 
2 1) бы) 0, 
1-12 и _ Э(тьта, ‚> ть) 


1=1 ди; д(и1, .. ик) | 
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Следовательно, | 
п 
91 О(тьти,.. 0 жь) 
ат ...ать = р ета 
]1 я ЗК >. дт; (и, ... +1) . 


что и доказывает формулу (2). 

Из определения ориентированного кусочно-гладкого многообра- 
зия следует, что формула (2) справедлива и для любого такого 
многообразия 5. 

Таким образом, если в области С С Е" заданы непрерывно 
дифференцируемая дифференциальная форма и К-го порядка и 
кусочно-гладкое ориентированное (К + 1)-мерное многообразие 5 с 
кусочно-гладким К-мерным краем 05, то 


Де = [4 __ (3) 
95 5 


где ориентации 5 и 05 согласованы. Формула (3) называется фор- 
мулой Стокса. Отметим, что при к = п -— 1 эта формула превра- 
щается в формулу Остроградского-Гаусса. 


Глава 13 


ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОГО 
АНАЛИЗА И ТЕОРИИ ПОЛЯ 


$1. Дифференциальные операции векторного анализа 


1.1. Производная по направлению и градиент скалярного поля. 
Если на множестве С С ЕВ" задана функция } : С - В, то часто 
говорят, что на С задано скалярное поле }(М), М Е С. В даль- 
нейшем, как правило, будем предполагать, что С — это область 
п-мерного пространства ”, в котором введена прямоугольная де- 
картова система координат 11, 72,...,Тп. 

В$ 5 главы 6 уже рассматривались скалярные поля. А именно, 
там были определены производная по направлению и градиент 
функции /(М) или, что то же самое, скалярного поля (М), МЕ 
Е С. Там же был введен оператор Гамильтона У. 

Было доказано, что если функция } дифференцируема в точке 
М, то в этой точке скалярное поле { имеет производную по любому 
направлению {. Причем, если направление [ задано единичным 
вектором [ с координатами с03 О1,...,С03 Оп, то 


= = у 91 608 о, (1) 


где частные производные по т; вычислены в точке М. 
Напомним, что вектор с координатами 


21 8/ о 
дт1’```’дтп 

называется градиентом скалярного поля } и обозначается ртаа }, 

т.е. по определению, если е1,е2,...,е„ — орты системы коорди- 


нат 11,12,...,Тп, ТО 
п 
9] 
та4 => —е.. 
Б 1 —ы дт; т 


Из равенства (1) следует, что производная векторного поля { в. 
точке М по направлению [, которое задано ортом {, равна скаляр- 
ному произведению векторов рга4 { и [, т.е. 


7 = (гад 1. 
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Таким образом, 


97 _ 
= [2та4 {| соз а, 


где. — угол, который образует вектор 5та4 } с направлением [. 
Отсюда следует, что . 


д: 
шах = |8таё Л, 


причем этот максимум достигается при © = 0. Следовательно, 
5та4 } в точке М задает направление наибольшего возрастания 
поля ] в точке М и скорость этого возрастания. Это свойство. 
градиента скалярного поля можно принять за определение. Оно, 
в частности, показывает, что векторное поле вта4 }(М), М Е С, 
определяется только скалярным полем }(М) и не зависит от си- 
стемы координат. В частности, в любой прямоугольной декарто- 
вой системе координат га4 } имеет координаты (2). 

Если скалярное поле | непрерывно дифференцируемо в обла- 
сти С С В", то у любой точки Мо Е С, в которой ртаа } # 0, 
существует окрестность, в которой уравнение 


1 (2) = (Мо) (3) 


задает (п — 1)-мерную гладкую поверхность. Эта поверхность на- 
зывается поверхностью уровня, проходящей через точку Мо. До- 
казано, что в любой точке поверхности уровня рта } ортогонален 
этой поверхности. Отметим, что при п = 2 уравнение (3) задает 
некоторую линию, которую называют линией уровня данного ска- 
лярного поля {. 

Напомним еще, что при изучении скалярных и векторных по- 
лей часто используют «символический вектор» 


г д 
У = >В 


который называется оператором Гамильтона или оператором на- 
бла. Тогда 


д 
вал =УЛ 2 = (91. 
Последнее равенство можно переписать еще и так: 
51 
Я 77 (1, У)/ ‚ 


где. 


(,У) = ово. | (4) 
1=1 те 
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Следовательно, взятие производной от функции ] по направле- 
нию [, которое определяется единичным вектором {, равносильно 
применению к { дифференциального оператора (4), который фор- 
мально равен скалярному произведению единичного вектора { и 
векторного оператора У. 


1.2. Векторные поля. Условия потенциальности векторного поля. 
Если на множестве С’ С Е” задана векторная функция а(М) : @ 
—› В*, то говорят, что на С задано векторное поле а(М). В даль- 
нейшем будем считать, что С’ — это п-мерная область, и что А = п. 

Потенциальные векторные поля достаточно полно изучались в 
86 главы 7. Здесь лишь напомним основные понятия и некоторые 
свойства таких полей. 


Векторное поле а(М), М Е С, называется потенциальным в 
области С, если существует скалярная функция (М), градиент 
которой в точке М Е С равен а(М). Тогда функция (М) назы- 
вается потенциалом векторного поля а(М). 

Если непрерывное векторное поле а(М) в области С’ имеет по- 
тенциал и(М), то работа этого поля по любому кусочно-гладкому 


пути АВС С равна разности (В) — и(А), т.е. справедливо равен- 


ство 
] в.а) = щв) — ща) 0 
АВ 
Оно напоминает формулу Ньютона-Лейбница. Поэтому, как и эту 
формулу, равенство (1) иногда записывают еще и так: 


В 


’ 


Дт ах) = (т) 


АВ 





где х = (11,...,7п). 

Из равенства (1) следует, что векторное поле имеет потенциал 
в области (7 тогда и только тогда, когда его циркуляция по любому‘ 
кусочно-гладкому контуру 77 С С равна нулю. 

Легко видеть, что если непрерывно дифференцируемое вектор- 
ное подле а(т), х = (71,...,2п), в области С имеет потенциал, то 
координаты вектора а(х) удовлетворяют условиям: 


да; С да; > 
9 6: Ут, . (2) 


Доказывается, что если непрерывно дифференцируемое векторное 
поле а(т) в области С удовлетворяет условиям интегрируемости 
(2), то это векторное поле локально потенциальное, т.е. у любой 
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точки М Е С существует окрестность, в которой оно потенци-` 
ально. Примеры показывают, что в общем случае оно может не 
иметь потенциала в области С. Однако, если векторное поле удо- 
влетворяет условиям интегрируемости в односвязной области, то 
в этой области оно имеет потенциал. 

Отметим, что на прямой, т.е. при п = 1, любое непрерывное 
поле имеет потенциал: им является любая первообразная функция 
а1(1). В общем случае условия интегрируемости (2) состоят из 
п(п - 1)/2 равенств. В частности, при п = 2 они сводятся к 
одному равенству, а при п = 3 — к трем равенствам. 


1.3. Дифференциальные операторы ртаа, го%, Чу в ЕЗ. Пусть 
в пространстве | фиксирован некоторый ортонормированный ба- 
зис 1,}, К и соответствующая декартова система координат х, 9, 5. 
И пусть в области СС В3 задано скалярное поле ]. Тогда, если 
функция ](т,у,2) дифференцируема в точке М Е С, то, как из- 
вестно, вектор 
у. ОГ. ОТ 


9 
та = 51 Зи + 92 


называется градиентом скалярного поля ] в точке М. 


К 


Определение 1. Дифференциальный оператор, который оп- 
ределен на дифференцируемых скалярных полях и каждому та- 
кому полю {(М), М Е С, сопоставляет векторное поле ртаа }(М), 
М Е С, называется градиентом скалярного полл и обозначается 
вта4. 


Оператор та является одним из основных дифференциаль- 
ных операторов теории поля. Рассмотрим еще два дифферен- 
циальных оператора, которые определены на дифференцируемых 
векторных полях. 


Определение 2. Пусть в области С'’С ®3 определено вектор- 
ное поле а = (аг, ау, а,). Тогда, если оно дифференцируемо в точке 
М Е С, то число 

да’ да, да, 


еы ду 0 


называется дивергенцией векторного поля а в точке М и обо- 
значается Шуа(М), а вектор с координатами 


а ОИ. ОЕ. 2948. < 9. 06 
ду 02’ 02 05’ д ду’ 


называется ротором (или вихрем) векторного поля а в точке 
М и обозначается гофа (или сиг] а(М)). Ге > 
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Таким образом, по определению, 


дах ‚ да, ‚ да: 


д 9, — да; д да, д 
ОЕ и: 
киа =: (9 и) +3 (5 век (5 ==). 


Определение 3. Дифференциальный оператор, который оп- 
ределен на дифференцируемых векторных полях и каждому та- 
кому полю а(М), М Е С, ставит в соответствие скалярное поле 
Фуа(М), М Е С, (соотв., векторное поле гоёа(М), М Е С) на- 
зывается дивергенцией (соотв.. ротором) векторного поля и 
обозначается 41у (соотв., го). 


Физическая интерпретация дивергенции будет рассмотрена в 
следующем параграфе. Здесь же рассмотрим только один пример, 
поясняющий физический смысл ротора векторного поля. 


Пример. Пусть все пространство вращается с постоянной угловой 
скоростью и вокруг некоторой оси. Введем в пространстве декартову си- 
стему координат, приняв ось вращения за ось 2. Тогда, если (р,ф,=) 
— цилиндрические координаты точки М в начальный момент времени 
+ = 0, то в момент времени # ее декартовы координаты заданы форму- 
лами: 


х = рсоз (ф + №), у=рэш (ф-+ №), 2=2. 


Следовательно, поле линейных скоростей у этого движения имеет коор- 


динаты 1; = —му, 9, = ит, у, = 0. По формуле (1) находим: 
1. (9%, ду. \ _ 
кич =к (54 =.) = и. 


Таким образом, в данном случае вектор гофу направлен по оси вра- 
щения, причем его длина 2 с точностью до коэффициента 2 совпадает 
с угловой скоростью вращения, а его направление (с учетом ориентации 
пространства, введенной системой координат} указывает направление 
вращения. 


1.4. Некоторые дифференциальные формулы векторного ана- 
лиза. Все три оператора ргаа, Ч1у и гоф можно записать с помо- 
щью только дифференциального оператора Гамильтона 


.9 .д 9 
У=15 +15, + Кб; 


Действительно, как уже отмечалось, рта4 } = У}. Далее, исполь- 
зуя векторную форму записи оператора \/, можно сказать, что а 
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равна скалярному произведению вектора У на вектор а, а гоф а ра- 
вен векторному произведению У на а, т.е. 
1 1 к 
до д 
41уа = (\,а), това = [У,а] =| дд ду 92 
ах а, а; 


Использование оператора У облегчает получение многих диф- 
ференциальных формул векторного анализа. Например, 


втаа (19) = У(19) = 919) +919. 


Здесь стрелка {| над } или д означает, что оператор У действует на 
] или 9 соответственно. Далее, каждое слагаемое преобразуем так, 
чтобы сомножители, не отмеченные стрелкой, оказались слева от 


У. Тогда 
У(19) = 9У/ + ГУ9. 


Сформулированное правило обычно не приводит к ошибкам в 
формулах, линейных относительно оператора У. Приведем еще 
несколько примеров использования этого правила. 


Пример 1. 
41м ({а) = (У, Га) = (9, Ра) + (У, 1 а) = 
= (а, УЛ) + ХУ, а) = (а, ртаа {) + {41ха. 
Пример 2. 
гов (Да) = [, а] = [9, а] + У, =- 
= [Уфа] + ЛУ, а] = Лобва - [а, сга4 1. 
Пример 3. | 
4:у [а,Ъ] = (У, [а,Ъ]) = (У, а,Ъ) = 


= (У, а, Ь) ЗЕ (У,а,Б) = (Ь, У, а) 7 (а,У,Б) = 
= (Ь, [У, а]) = (а, [У,Ъ]} = (Ъ, го а) 4 (а, го Ь). 


Пример 4. 
ов [а,Ъ] = [9 (а, 5] = [8,5] + Ма, ] = _ 


$ 
= (Ъ, 9) & 5, &) +а(У,5) - (в, 5) Б= | 
= (Ь, У)а — Б4ха + а Ь - (а, У)Ъ. 
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Аналогично, 
гоф ргаа } = [У, УЛ = 
$ Футгофа = (У, [У,а]) = (У, У, а) = 0, 
о у рта } = (У, УЛ). 


Оператор 1х га называется оператором Лапласа (или лапласианом) 
и обозначается буквой А (дельта). В декартовых координатах 


5 970? 
А} = 9 + бу? + 922 
Равенство А] = (У, У] указывает, что А = У?2. 


1.5. Векторные поля и дифференциальные формы в ВЗ. В обла- 
сти С ориентированного пространства 3 каждому векторному 
полю а =а(т,у,2), (т,у,2) Е С можно поставить в соответствие 
дифференциальные формы первого и второго порядка 


и = а, 4х + а, 4у-+ а, 42, 
и? = а; 4у42 + ау 42 4у + а, ах 4у. 


А каждому скалярному полю } соответствуют дифференциальные 
формы нулевого и третьего порядка: 


7 А, и = / атауа-. 
Легко видеть, что 
ыь = +4, та = а, 
где $ = 1,2. Аналогично, если 1 = 0,3, то 
ить мути. 
Кроме того, справедливы равенства 
10 12. 3 
Ма Ъ = Ча,ь]› Ча@Ъ = “в,ь). 
Действительно, 
ил ил = (аз ат + ау ду + а, 42) (6: ах +, ау +, 4) — 
= (а+6, — ау) 4х ау + (ауб, — а.6,) ауа2+ ы 
+(а.5. т ,ах) а2 ах =чьы. 
Аналогично, 
ий ий = (а, ат + а, ду + а, 42) (в ду 42 + 6, ал ах +ь аз ау) = 
= (2+6; + ау, + а,6,) 4х ау а = “Ла,ь)- 


15 Зак. 193 
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Следующее утверждение показывает, что операция дифферен- 
цирования форм порождает операторы ёта4, гоё и Фу теории 
поля. 


о, т Е ее. 
Лемма. 4; ау, 44а = Чиа, а = Ша. 
Докажем, например, вторую из этих формул: 





да да да . 
1 _ и т т 1 
аль = 4(а: ат+а, 4ау-+а, 42) (5= ах + бу ау + «) 45+ 
да, да, да, 
да. да. да. Вр. 
+ ( 5 ах + ты Е) ах = аъ)’ 


Полученные соответствия между операциями над формами и 
операциями над полями можно использовать для получения неко- 
торых дифференциальных формул векторного анализа. 

Например, формула 


41 [а, Ъ] = (Ъ,гофа) — (а, го Ъ) 


доказывается следующим образом: А 


ма 


ау [а.5] — Чьы] = аа) = (Чл) — мам = 


ао ааа Е 
= Чтоаь — Ша@тозь = (Ь го а) — “(а го ь) — (2(Ь го а)—(а,го+ Ъ)* 


1.6. Дифференциальные операторы в криволинейных коорди- 
натах Пусть диффеоморфизм г = г(&,1,С) отображает область 
Л в область С с декартовыми координатами т,у,2. Тогда, как 
известно, числа &, 7, ( называются криволинейными координатами 
точки (т, у,2), а кривые 


г = г(&, по, (о), г= г(&, 7, Со), г = г(&о, по, ©) 


— координатными линиями, проходящими через точку го = 
= г(&, По, (о). 

Так как отображение г = г(&, 7, С) является диффеоморфизмом, 
то в каждой точке области С векторы ге, т гс линейно незави- 
симы, однако они, всобще говоря, не обязаны быть единичными. 
Пусть : 

т 1 ! 1 1 
т | ре в шт о = ИС (1) 
те т г 
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Для любого вектора а через а, ат, @с ооаназиы его коорди- 
наты по базису (1). Тогда 


а = асе + апел + асес. (2) 
Как известно, каждому векторному полю а = а(т, у, 2) ставится 
в соответствие дифференциальная форма первого порядка 
ый = а; ат + а, ду + а. 42, 
где а; ау, а: — декартовы координаты вектора а. Из формулы 
замены переменных в криволинейном интеграле следует, что 
1 
и = (а, 4") = (а, г) 4 + (а, гу) 41 + (а,г с) 4. 
Отсюда, переходя к единичным векторам (1), получаем 


ила = (а, её) г | 4 + (а, ел)|г | 47 + (а, ег |4. (3) 

В дальнейшем для простоты будем рассматривать только орто- 

гональные криволинейные системы координат, т.е. системы коор- 

динат &,п,(С, у которых векторы (1) ортогональны в любой точке 

области С. Кроме того, будем предполагать, что системы коорди- 
нат т, у,ди &,1, С относятся к одному классу ориентации. Тогда 


(а, её) = а&, (а, еи) =а,, (а, ес) = ас, 
и поэтому равенство (3) принимает вид: 


ша = аа; 46 + ап [гу 1 + ас |г | 46. (4) 


Выведем формулы для рга4 , гоё и ЧУ в криволинейных коор- 
динатах. Для этого воспользуемся соответствием между векторами 
и дифференциальными формами. 

Таким образом, каждому вектору (2) соответствует дифферен- 
циальная форма (4). Легко видеть, что это соответствие взаимно 
однозначное. 

Применим это утверждение для нахождения координат пред- 
ставления рта4 } в системе координат &,7,С. По определению, 


9..0. 
“15 р Ее 


Отсюда и из доказанного утверждения следует, что. 
1 д т 97 т: 
рта } = + + 
Е 6% РИ "РА 9“ 
В частности, если &,1,С — декартовы координаты т, у, 2, то 


д д д 
втад } = Бе, + в, + Бе, ах . 


1 — 0 
Ш отаа у = @ш; = 


15* 
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Если же &,7, С — цилиндрические координаты р, р, 2: т = рсозф, 
у = рзшф, то 
в: 1 9/. а, 
4 
= др о р Е ее В. 9 
Наконец, в сферических координатах р, р, 6: 
т = рсозфсоз, 


т = рзшфсов 6, 


# = рзтб, 
получаем разложение 
_ @/ г .10/, 
Иа = др®? * робей рсоз@ де ® Ио р 90° 


Для вывода формулы для гоф в криволинейных координатах 
напомним, что каждому векторному полю а = а(х,у, 2) ставится 
в соответствие дифференциальная форма второго порядка 


и = а. 4уа2 + а, 42 4х + а, 4х ау. 


Из формулы замены переЫНЫХ в ОСНО интеграле сле- 
дует, что | 


ив = (а,г/, г.) 4146 + (агоге) 404 + (ат гу) а ат. (5) 
Переходя к единичным векторам (1), получаем: 
(аги, гс) = (а, ел, ея] гс. 
Если базис (1) ортогональный, то [ез,е‹] = её, и поэтому 
(а.гу, гс) = авт у гс. 
Аналогично, | 
(азгог:) = оигс| г, (агрг,)= ас |г | - у. 

В результате равенство (5) принимает вид: 

о = ое ас ое асе + оси Рае т. (6) 


Таким образом, каждому вектору (2) соответствует дифферен- 
циальная форма (6), и это соответствие взаимно однозначное. - 

Применим это утверждение для нахождения координат пред- 
ставления гоб а в системе координат &,1, С. 
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Из равенства АИ а= 41, применив формулу (4), получаем: 


ол, = (ав! ЧЕ + але |1 + асе 46) = 
= (Ребе: - еше) вас 
+ (5с@9+{ - ва) ) аа | 
| Е 


Следовательно, 
ыы 1 д з 9 х 
гоф а = л| - [с] (5-е) И её + 
и д ! д з ) 
—— | (авг Е!) - (ас т е.+ 
[ее [ге] (5 НЫ Е (гс) } ет 


1 ро а аа 
Ея (беби) е т) “ 


Отсюда легко получаются разложения гофа в цилиндрических и 
сферических координатах. 

Для выражения 41у в криволинейных координатах воспользу- 
емся формулой замены переменных в ориентированном кратном 
интеграле. Из нее следует, что 


9(х, у, 2) Е 
ЗЕ т.о 9 = [Роги 4 14. 


В частности, если базис (1) ортогональный и задает ту же ориен- 
тацию пространства, что и декартов базис е;,е,,е„, то 


ЕЛИ РИ. (7) 


Применим это утверждение для вывода выражения для Ч1уа в 
системе координат &,1, С. 
Из равенства и3. „= = 4 и формулы (6) следует, что 
Фуа рму. дует, 


3 = 
Ш уа = 


= 4 (аег | - || 47146 + ал [г < - Е 145 > асе. г 4 41) = 
9 
= (кое ед + нете - 0) + эсечеЯ-1 ааа 


и} = 1атау 4 = Гу 
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На основании формулы (7) заключаем, что 
1 д 
да (= г’ [г )+ 
РИ ЛЕ ЕЯ ЕЯ < 
: д ! ! д ! 1 
+ ит га) + ас (ага к). (8) 
В частности в декартовых, цилиндрических и сферических коор- 
динатах имеем: 


да. + да, $ да, 
0% ду 02 
о г 9 9 ю 
Н> (5: арр) + др‘+ + 5:60) = и 


ааа д 2 д д 
— ^2соз@ (55 соз 9) + др (+2) + 959 (29р с03 °)) : 


Ч1уа = 





Таким образом, в цилиндрических координатах: 


: 1 дар, 10а, да, 
р ро РК м аз 
а в сферических координатах: | 


0% 10% №0, 


2 
Ча = - —— 
ее аа др р 99 


4 
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2.1. Формула Ньютона-Лейбница. Пусть в области С' простран-. 
ства (или плоскости) заданы непрерывно дифференцируемая функ- 
ция } и некоторый путь 77, т.е. гладкая или кусочно-гладкая па- 
раметрически заданная кривая 77 = {г({), ЕЕ [а;6]}. Тогда, как 
известно, справедлива формула 


1(г(®)) — еб) = /(веаа лаг) 


7 


Я 
} 


(1) 


которую, как и в одномерном случае, тоже будем называть форму- 
лой Ньютона-Лейбница. Здесь кривая 77 ориентирована параме- 
тром #: от точки А с радиус-вектором г(а), до точки В с радиус- 
вектором г(б). | 
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Чтобы не вводить дополнительных обозначений, формулу (1) 
иногда записывают в виде 


в)-КА)= | вар. 


АВ 


Отсюда следует, что работа поля ёта4 } вдоль пути 77 зависит 
только от начала и конца этого пути. Более того, эта работа зави- 
сит не столько от начала и конца пути, сколько от того, на каких 
поверхностях уровня функции ] лежат эти точки. 

Напомним, что в формулах (1) и (2) 4г = 477 = #43, где 48 — 
элемент длины дуги кривой 7, а { — единичный вектор, сонапра- 
вленный с вектором скорости движения вдоль 7). Так как интеграл 
(2) не зависит от пути интегрирования, то формулу (2) записы- 
вают еще и так: 


В 


ста д.48) = (В) — КА), 
А 
где 43 = 143 — векторный элемент длины кривой. 


2.2. Формула Стокса. Пусть в некоторой области ориентирован- 
ного евклидова пространства ®3 заданы векторное поле а и ори- 
ентированная поверхность 5, ориентация (или сторона) которой 
определена единичным вектором нормали п. Тогда интеграл по 
поверхности 5 от скалярного произведения (а, п) называется по- 
током векторного поля а через поверхность 9 в направлении 
нормали п и обозначается 

] (а, 48). 


5 


В этом обозначении 45 называется векторным элементом 
площади повертности и, по определению, 48 = п 45, где 45 — 
элемент площади поверхности 5. 

Используя понятия ротора векторного поля и потока вектора 
через поверхность, формулу Стокса можно записать в следующем 


виде: 
е И Л 1 о «= (1) 


95 


где, как обычно 05 — край поверхности 5, ориентация которого 
согласована с ориентацией поверхности 5. 
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Формула(Т)означает, что если ориентации поверхности 5 и ее 
границы 05 согласованы, то циркуляция векторного поля а по 
границе поверхности 5 равна потоку ротора вектора а через 
поверхность 5. Она позволяет выяснить геометрический смысл 
ротора векторного поля. 

Заметим, что циркуляция векторного поля может служить ха- 
рактеристикой завихренности этого поля в окрестности рассма- 
триваемой точки. А чтобы описать эту завихренность, необходимо 
подсчитать циркуляцию по контурам, лежащим в трех различных 
плоскостях. 

Пусть 55(М;1) — круг радиуса д с центром в точке М, плос- 
кость которого перпендикулярна единичному вектору [. Тогда, со- 


гласно формуле (1), | 
(а, 43) = ] 1 (гоё а, 1) 45. 
955(М и) 55(Мз) 


При условии, что векторное поле а непрерывно дифференцируемо, 
отсюда следует, что 


РЗ ° \ ее 
ЭМ Е 55(М;1) : (това, 1)| гл? = [ (а, 48), 


95+ (Мл) 


и поэтому в точке М 


955(М/) 


Очевидно, правая часть формулы (2) может быть принята за 
определение проекции гоба на вектор [, что позволяет дать новое 
определение ротора (для этого достаточно рассмотреть его проек- 
ции на три некомпланарных вектора). 

Отметим, что правая часть формулы (2) зависит от ориента- 
ции пространства, так как направление вектора { и обход контура 
955 (М; 1) должны быть согласованы. А при фиксированной ориен- 
тации пространства она не зависит от выбора системы координат. 
Следовательно, ротор векторного поля не зависит от выбора 
системы координат, если ориентация пространства не менл- 
ется, однако если ориентация пространства меняется, то ро- 
тор меняет направление на противоположное. 


2.3. Формула Остротрадекого-Гаусса. Пусть граница ОС огра- 
ниченной области С С 3 состоит из конечного числа кусочно- 
гладких поверхностей. Тогда, если функции Р, (), В непрерывно _ 
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дифференцируемы в С и непрерывны на замкнутой области С, то, 
как известно, справедлива формула Остроградского-Гаусса: 


Ден) аи 


-[ (Рсоза + О созВ + Всоз7) 45, (1) 
3 в 


где с0з ©, с0з В, с0з7у — направляющие косинусы единичного век- 
тора п внешней нормали к ОС. 


Через а обозначим векторное поле с координатами Р, (), В. То- 
гда формулу (1) можно записать в следующем виде: 


а |1 88) 5. 0 


где 4У — элемент не а 45 — элемент площади поверхности 
ЭС. Используя понятие векторного элемента площади поверхно- 
сти, формулу (2) можно записать еще и так: 


ДГ амаау = | (вьа8), (3) 
с ЭС 


где поверхностный интеграл берется по внешней мы границы 
области (С. 

Формулы (2) и (3) означают, что интеграл от дивергенции. 
векторного поля а(М) по некоторой области равен потоку 
вектора а через границу этой области. 

В частности, они позволяют выяснить физический смысл ди- 
вергенции векторного поля. 

Пусть векторное поле а(М) непрерывно дифференцируемо в 
области С. Через О;(М) обозначим, как обычно, д-окрестность 
точки М Е С, т.е. шар радиуса б > 0 с центром в точке М, а через 
55 (М) — границу этого шара. Так как множество С’ открыто, то 
Оз(М) с С при любом достаточно малом д > 0, и поэтому 


ДГ амаау = | (в»а8) 


Оё(М) 58 (М) 
Согласно теореме о среднем, 


3МеЕОкМ): ] } 1 ауаду = тО(М)ама(М), 
О5(М) 
где тО;(М у объем шара Оз(М). 


14 Зак. 193 
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Следовательно, 


Фуа(М) = шт Оки м) (а, 43). _ в) 
м С 


Пусть векторное поле а — это поле скоростей течения жидко- 
сти или газа. В силу закона сохранения, поток вектора а через 
границу области может возникнуть только из-за того, что в этой 
области есть источники или стоки. Тогда формула (4) означает, 
что 4уа(М) — это плотность источников и стоков в точке 
МЕС. 

Таким образом, дивергенцию векторного поля а можно интер- 
претировать как плотность распределения источников и стоков 
этого поля в рассматриваемой области. 


Пример. Рассмотрим в пространстве электрическое поле, которое 
создает заряд величины 4, помещенный в начало координат. По он, 
Кулона напряженность этого поля задается формулой 


Е Ш и 
я 4тео |х|3’ 


где г = г(М) — радиус-вектор точки М, а о — размерная константа, 
зависящая от выбора системы физических единиц. 

Векторное поле Е(М) определено всюду, кроме начала координат. 
Легко вычисляется, что {у Е = 0 в любой точке области определения. 
Следовательно, если область С! не содержит начала координат, то по фор- 


муле (3) поток вектора Ё через ее границу ОС' равен нулю. 


Подсчитаем поток вектора Е через границу области С, содержащей: 
начало координат. 

Через 55 обозначим сферу радиуса 6 > 0 с центром в начале коорди- 
нат, и будем считать, что д настолько мало, что замкнутый шар || < б 
содержится в С. Далее, через С5 обозначим область, которая получается 
вычитанием шара |г| < 6 из области С. Очевидно, граница области С 
состоит из ОС и сферы 55. По формуле (2) имеем: 


И (8,1) 45 = 0, 


где п — единичный вектор внешней нормали к ОС. А так как на 5; 
п = -г/|х|, то 


[в | ть я | Е 
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Аналогично доказывается, что если в точках М1,..., Мм области С' 
помещены электрические заряды 41,...,ам, то 


И 
20 < | 
1 Эа 1=1 5: 


9х 


Следовательно, поток напряженности электрического поля через поверх- 
ность тела равен (с точностью до коэффициента) сумме электрических 
зарядов, содержащихся в этом теле. 


2.4. Соленоидальные векторные поля. Как обычно, начнем с 
определения. 


Определение 1. Непрерывно дифференцируемое векторное 
поле а(М), М Е С, называется соленоидальным в области С’, 


если у 
Фуа(М) =0 УМЕС. “`` с (1 
Теорема 1. Для того чтобы непрерывно дифференцируе- 
мое векторное полеа(М), М Е С, было соленоидальным в обла- 
сти С, необтодимо и достаточно, чтобы для любой замкнутой 
области 9 С С с кусочно-гладкой границей выполнялось усло- 
вие:; ° ох 3.4 


Деву, ^ т @ 
99 


т.е. поток вектора а через 09 равен нулю. 


Необходимость условия (2) для соленоидального векторного по- 
ля а(М) следует из формулы Остроградского-Гаусса, а достаточ- 
ность — из геометрического определения дивергенции. 

Так как Ф4уа(М) можно интерпретировать как плотность ис- 
точников векторного поля а(М), М Е С, то векторное поле, удо- 
влетворяющее условию (1), называют еще свободным от источ- 
ников (или векторным полем без источников и стоков]. 


Определение 2. Непрерывно дифференцируемая векторная 
функция Ъ(М), М Е С, называется векторным потенциалом 
векторного поля а(М) в области С, если 


а(М) = г Ъ(М) УМЕС. (3) 


Теорема 2. Если непрерывно дифференцируемое векторное 
поле а в области 4 имеет векторный потенциал, то оно явля- 
ется соленоидальным в С. Кроме того, поток вектора а через 
любую ориентированную замкнутую кусочно-гладкую поверл- 
ность 5 С С равен нулю. 

14* 
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Доказательство. Первое утверждение следует из того, что, 
как легко подсчитать, Ч1у го& Ъ = 0. Докажем второе утверждение. 

Пусть поверхность 5 кусочно-гладкой кривой ^у разбивается на 
два гладких куска 51 и 52. Через 7+ обозначим кривую 7, ори- 
ентированную соответственно внептней стороне поверхности 51, а 
через 7 — кривую 7 с противоположной ориентацией. Тогда, если 
а = гоё& Б, то 


1 п) 45 = > ь, р + я 45 = 


С Га) С Дь, а) = 0, 


7+: 77 


2.8 


Теорема 2 доказана. 
Отметим, что в этой теореме область, для которой поверхность 
5 является границей, может не принадлежать области С. 


Теорема 3. Если непрерывно дифференцируемое векторное 
поле а(М), в области С удовлетворяет условию соленоидаль- 
ности (1), то у любой точки в области С существует окрест- 
ность, в которой это поле имеет векторный потенциал. : 


Доказательство. Пусть №(50, /0,20) Е С. Через Р(Мо) 
обозначим открытую клетку, которая содержится в области С и 
является окрестностью точки № . Докажем, что векторное поле 
а(М) в Р(Мо) имеет векторный потенциал. Для этого достаточно 
найти хотя бы один вектор Ъ, удовлетворяющий векторному урав- 
нению (3), т.е. следующим трем скалярным уравнениям; 


2 ыы вы | 


ду 02’ Ч др, 9х ду’ 


Положим 6, = 0. Тогда из первых двух уравнений системы (4) 
находим: у 


х = 


* 


“=-5., Ь, = [в боь 4+ ф(т, у) 


20 
2 


в = тт Ь: = Добень 9 4, 
: 20 


где ф(х,у) — некоторая функция от ‚у, а (т, у,2) — координаты `- 
точки М Е Р(Мо). 


\ 
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Найдем функцию ф(т,у). Для этого подставим найденные вы- 
ражения для 6, и В, в третье уравнение системы (4): 


# 


_ да; да’ | дф 
= | (52+) + 


20 
и заметим, что, в силу условия соленоидальности (1), 


да;  дау _ _ даа 





бе + бу 92’ 
и поэтому 
5 
а; = 5% 4+ де. 
20 
Следовательно, 
де : т ; 
Е = а,(т, у, 20), ф(т, у) == а ($, У, 20) 4. (7) 


то 


Очевидно, вектор Ъ, у которого 6, = 0, а координаты 6х и 6, 
находятся по формулам (5), (6), (7), удовлетворяет условию (3). 
Теорема 3 доказана. 

Заметим, что векторный потенциал определен с точностью до 
потенциального вектора, так как го вта4 и = 0. 

Теорема 3 утверждает, что любое соленоидальное векторное 
поле локально имеет векторный потенциал. Следующий пример 
показывает, что во всей области С’ соленоидальное векторное поле 
может не иметь векторного потенциала. 


1 
Пример. Рассмотрим векторное поле а = втад РУТА = 


= \/т? +2 +27. Это поле определено и непрерывно дифференцируемо 
всюду вне начала координат. Кроме того, 


та = анааа =А (:) =0, 
г г 


если т 2 0. 
Пусть 5 — сфера радиуса р с центром в начале координат. Тогда 


[вьаву = = (т) ав = =. 
5 5 
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Отсюда, согласно теореме 2, следует, что данное векторное поле в обла- 
сти, содержащей начало координат, не имеет векторного потенциала. 

В заключение заметим, что любое непрерывно дифференцируемое 
векторное подеа в области С С ВЗ является суммой двух векторных 
полей: потенциального и соленоидального. 

Действительно, пусть непрерывно дифференцируемое векторное поле 
а уже представлено в виде суммы 


а = ргади +Ъ, ; 


где Ъ такое, что 4\Ъ = 0. Тогда функция и должна удовлетворять 
уравнению 
Чу ртад и = Фуа 


или, что то же самое, уравнению 
Ди = Фуа. (8) 


Оно называется уравнением Пуассона. Его решения будут изучаться в 
курсе «Уравнения математической физики». 

Для завершения доказательства сформулированного утверждения, ко- 
торое называется теоремой Гельмгольца, осталось заметить, что если 
решение уравнения Пуассона (8) найдено, то 


г 


Ь =а- ртади. 
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3.1. Уравнение теплопроводности, Пусть область С’ простран- 
ства В? заполнена некоторым веществом с плотностью р = 
= р(т,у,2) и удельной теплоемкостью с = с(т,у,2). Через Т = 
= Т(т,у,2,$) обозначим температуру-вещества в точке (т, у,2) Е. 
Е С в момент времени $. В результате теплообмена температурное 
поле Т может как-то меняться. Покажем, что это изменение под- 
чинено определенному закону, и получим его выражение в виде 
некоторого уравнения. 

Пусть р — некоторая ограниченная подобласть области Сс 
кусочно-гладкой границей 5. Если в ДО нет ни источников, ни 
стоков тепла, то изменение внутренней энергии вещества, содер- 
жащегося в О, может происходить только путем переноса энергии 
через границу 5. В силу закона сохранения энергии, в этом случае 
изменение внутренней энергии в области О равно потоку энергии 
через поверхность 5. Получим нужное соотношение в предполо- 
жении, что все рассматриваемые функции непрерывны и имеют 
непрерывные производные первого и даже второго порядка по с0- 
ответствующим переменным. 

Для подсчета изменения энергии заметим, что для увеличения ` 
на АТ температуры однородного вещества объема АУ’ требуется 
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тепловая энергия в количестве срАУ - АТ. Следовательно, за про- 
межуток времени от # до # + ДЁ внутренняя энергия рассматрива- 
емого вещества в области О изменяется на величину 


До 


где АТ = Т(т,у,2,#+ АЙ -Т(т,у, 2,8. 

Известно, что тепловая энергия переходит от более нагретых 
частей тела к менее нагретым. Это означает, что в каждой точке 
вектор потока этой энергии сонаправлен вектору —8та4Т. Более 
того, при обычных температурных режимах скорость потока энер- 
гии пропорциональна этому вектору. Как известно, коэффициент 
Е этой пропорциональности называется коэффициентом тепло- 
проводности данного вещества в рассматриваемой точке. Следо- 
вательно, за промежуток времени от $ до $ + Д$ через границу 5 
области О в сторону внешней нормали п пройдет энергия, вели- 
чина которой равна 


++ 
- ) || К(етааТ, п) 45. 
й 5 
Согласно закону сохранения энергии, 
+ 


ЛУ срАТаУ = ] & | К(ртааТ, п) 45. (1) 


Поверхностный интеграл в (1) преобразуем по формуле Остро- 
градского-Гаусса и заметим, что 


+“ 


эт 
АТ = ] эр 4. а 


9 


‘ 


$ 
В результате получим равенство 


НА НА 
] а |[>’ нау = ] а | | [а (квтаат) у (2) 
# Ь В р 


Так как оно выполняется для любых и АЁи любой области 
РС С, то в каждой точке (т, у, 2) Е С в любой момент времени $ 
температура Т удовлетворяет уравнению 


ср о: = 91, (к этааТ). (3) 
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Отметим, что здесь операторы Фу и рта берутся только по про- 
странственным переменным и, следовательно, 


ином). (8) 


Уравнение (3) называется однородным уравнением теплопро- 
водности. В случае, когда в области С' имеются источники и стоки 
тепла, вместо равенства (2) получим равенство 


Да] 
- [=] ру (ЕвтааТ) ау + Ре 


где 4 = 4(т,у,2,#) — плотность интенсивности источников и сто- 
ков тепла. Из него следует неоднородное уравнение теплоптро- 
водности: Эт 

сор = 91 (К гтаЯТ) + 4. | (4) 
Если вещество, заполняющее область С, является однород- 


ным, то коэффициент К можно считать не зависящим от 5х, у, 2. 
В эгом случае уравнение (4) обычно записывают в виде 


9Т 2 
В , (5) 


где а? = А — = нь а А — оператор Лапласа по пространствен- 
ным че рЕенневх, — е. 

92Т дТ ФТ 

92 + Е + 92. 

В случае, когда температурное поле Т в области С не зави- 


сит от времени $, т.е. когда режим теплообмена в С установился, 
уравнение (5) превращается в уравнение Пуассона: 


АТ =9, 


АТ = 


1 
где 9 = -—= 21. Если, кроме того, в области С нет ни источников, 
ни стоков и. то получаем уравнение Лапласа АТ = 0. 
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3.2. Уравнение неразрывности. Пусть область С пространства 
ВЗ заполнена некоторым веществом, которое в момент времени # 
имеет плотность р = р(1,у,2,#). Через у = у(х, у, 2,&) обозначим 
поле скоростей движения этого вещества (например, жидкости) в 
области С' в момент времени $ и найдем связь между риу. Как 
и выше, будем предполагать, что все рассматриваемые функции 
непрерывны и имеют непрерывные производные. 

Пусть р — некоторая ограниченная подобласть области С с 
кусочно-гладкой границей 5. За промежуток времени от # до {+ А+ 
количество вещества в области О изменяется на величину 


Л 1 


где Ар = р(т,у, 2, + ДИ - р(т,у,2,8. С другой стороны, за этот 
промежуток времени поток вещества через границу 5 области О в 
сторону внешней нормали п равен 


++ 
] а | [р (ув) а 


В силу закона сохранения количества вещества, если в области 
р нет ни источников, ни стоков вещества, то 


Л АраУ =- «|[> (У, п) 45. 
р 1 5 


Поверхностный интеграл преобразуем по формуле Остроградского- 
Гаусса и заметим, что 


Ре 
др 
ДАр= Е. 
йе [ 9: 

1 
В В. а равенство 


] #& Л 1 = а а ] 1 а1у (ру) ау. 
+ р 


А так как оно выполняется для любых фи АЁи любой области 
РСС, то в каждой точке (т, у, 2) Е @ в любой момент времени # 
справедливо соотношение 

° бр 


а —Ч1у (ру). 


Оно называется уравнением неразрывности сплошной среды. 
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С помощью оператора У уравнение неразрывности записыва- 
ется в виде 


др 
94 


А поскольку (У, ру) = (у, Ур) + р(У, у), то его также можно за- 
писать в виде 


(У, ру) = 0. 


др 

0+ 

Вещество, заполняющее область С, может быть сжимаемым 

и несжимаемым. Большинство жидкостей являются несжимае- 
мыми. Очевидно, если в области С' нет ни источников, ни стоков 


вещества, и это вещество несжимаемо, то в любой момент времени 
объемный поток вещества через границу 5 любой области О) равен 


нулю, т.е. 
[езда = 0. 
5 


Отсюда по формуле Остроградского-Гаусса следует, что 


Г Гамчау = 


р 


+ (У, вгад р) + ру = 0. 


для любой области О С С с кусочно-гладкой границей, и поэтому 
для несжимаемого вещества Фуу = 0. Следовательно, для не- 
сжимаемой среды переменной плотности уравнение неразрывно- 
сти имеет вид 

Ор + (у, Ур) = 0. 

0 

3.3. Основные уравнения динамики сплошной среды. Пусть, 
как и ранее, область С С 3 заполнена некоторым веществом с 
плотностью р = р(т,у,2,{). Через у =у(т, у, 2,#) обозначим поле 
скоростей движения этого вещества, а через р = р(т,у,2,1) — 
давление в точке (т,у,2) в момент времени #. 

Выделим некоторую ограниченную область ДС С с кусочно- 
гладкой границей 5 и рассмотрим силы, действующие на вещество 
в 0) в момент времени $. 

На каждый элемент массы вещества действуют так называе- 
мые массовые силы. К ним относятся внешние массовые силы 
(например, сила тяжести) и сила инерции. Пусть Е(т,у,2,$) — 
векторное поле внешних массовых сил, аа =а(т,у,2,#) — уско-^ 
рение частицы вещества, которая в момент времени # находится 
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в точке (т,у,2). Тогда на вещество, содержащееся в области О, 


` действуют две массовые силы: внешияя сила, равная интегралу: 


[Г Ерау, й 
р 


и сила инерции, которая согласно второму закону Ньютона равна 


о Вю. ^^”, 
. Ь 


Кроме того, на вещество, содержащееся в области Л с границей 
5, действует поверхностная сила, вызванная давлением на поверх- 
ность 5. Она на 5 задает векторное поле —рп, где п — внешняя 
нормаль к поверхности 5. Поэтому она равна 


=. - | [роз | Е . (3) 
5 


Заметим, что для простоты мы считаем, что давление р в точке 
по всем направлениям одинаково. Такие вещества называют иде- 
альной жидкостью, если оно несжимаемо, или идеальным газом, 
если оно сжимаемо. 

Преобразуем по формуле Остроградского-Гаусса каждую ком- 
поненту вектора (3). Тогда 


Е 
тия [ом] ран . 
за [т - [| о у. ) 


ат 


- | [роз = - || [=гаарау (4) 
$ р 


Согласно принципу Даламбера в каждый момент времени сумма 
сил (1), (2) и (3) равна нулю. Отсюда, учитывая равенство (4), 


следует, что 
][[вр- ав вар) ву =0 
р 


<: 
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для любой области О С С с кусочно-гладкой границей. Поэтому 
если все функции Е, р, аи рта4р непрерывны в С', то они удовле- 
творяют уравнению 

ра = рЕ - вта4р, (5) 


которое напоминает уравнение Ньютона движения материальной 
точки. 


ау 
По определению, а = в. Если считать, что частица вещества, 

находящаяся в момент времени $ в точке (т,у,2), движется по 
закону х = 5(#%), у=у(®), 2 = 2(1, то 

4уУ ду ду 4 ду 7 ду ‚ 4 

а ЕТ 5 

4 09 д & ду. 92 а’ 
или, что то же самое, 


4 _ д, д ду ду 
+9. — У +9.— 


& 9 дт чу ду д: ’ 
Где 9х, у, 1, — координаты вектора У. Таким образом, 
_ ду 
у, У а 
= + (9), | 


и поэтому уравнение движения (5) принимает вид: 


5 + (\, УР - Ур (6) 


Уравнение (6) называется гидродинамическим уравнением Э4- 
лера. Оно равносильно системе трех скалярных уравнений и со- 
держит пять неизвестных скалярных функций: функции рир 
и три компоненты вектора уУ..Для описания движения идеальной 
сплошной среды к нему нужно добавить уравнение неразрывности 
и некоторую информацию о физических свойствах движущегося 
вещества. 





Глава 14 
РЯДЫ ФУРЬЕ и 


*- 


$1. Ортогональные системы и ряды Фурье 


5: 
1.1. Периодические функции и гармонический анализ. На прак-, 

тике часто встречаются явления и процессы, описываемые пери-, 

одическими функциями. Простейшей периодической функцией, 


является синусоида } 


у = Азш(ал + а), (1). 


где А, м и а — некоторые числа, называемые соответственно ам-' 
плитудой, частотой и начальной фазой синусоиды (1). Оче-‹ 
видно, сумма любого числа синусоид одной частоты и является! 
синусоидой той же частоты их. Если же сложить несколько сину-’ 
соид вида 


ук = Акзщ(Кыф + ок), КЕМ, (2): 


то получим периодическую функцию с периодом Т = 2” /м, ко- 
торая существенно отличается от синусоиды. Возникает вопрос: ; 
можно ли наперед заданную периодическую функцию периода Т. 
представить в виде суммы конечного или бесконечного числа си- 
нусоид вида (2)? Ниже будет показано, что для достаточно широ- 
кого класса функций на этот вопрос можно дать утвердительный 
ответ. Именно, будет доказано, что любую такую функцию ф(И 
можно разложить в ряд вида : 


оо . ь 
Ао + у` Авзт(Ках + ок), (3) 
к=1 


где частота и находится по формуле и = 2” /Т. 

В механике и физике движение, которое описывается синусо-` 
идой вида (1), называется гармоническим колебанием. Поэтому 
говорят, что сложное колебание ‹р(#) разлагается на отдельные гар- 
монические колебания, и каждую синусоиду, входящую в разло- 
жение (3), называют гармоникой (соответственно первой, второй 
и т.д.) функции (|). А сам процесс разложения периодической 
функции на гармоники называется гармоническим анализом. 
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По формуле для синуса суммы ряд (3) преобразуется в ряд, 


аб + у` ак с0$ Ки + Ву зщ Ки, 
К=1 
где 0 = Ао, ак = Акзток, 6, = Аксозар. Наконец, сделав 
замену иф = т, приходим к стандартному тригонометрическому 
ряду 


оо 
ао + э ар сз Кх + безшКх (4) 
К=1 


и соответственно к задаче разложения периодической функции с 
периодом Т' = 2т в тригонометрический ряд вида (4). В этой главе. 
в основном будем изучать условия, при выполнении которых дан- 
ную периодическую функцию можно разложить в ряд по простым 
гармоникам, т.е. в ряд вида (4). 

Система функций 1, с03х, зшх, с0$25, зш2т,..., называ- 
‚ емая тригонометрической, является простейшим примером так 
называемых ортогональных систем. В дальнейшем всюду, где не 
возникают дополнительные сложности, вместо рядов по тригоно- 
метрической системе будем рассматривать ряды по произвольным 
ортогональным системам функций. 


1.2. Ортогональные и ортонормированные системы функций. 
Пусть задана система функций 


фт (2), ф2(т), #5 Фв(т), ...) (1) 


области определения которых имеют непустое пересечение. Тогда 
любой функциональный ряд вида 


Убе) (2) 


где а, — некоторые числа, называется рядом по системе функ- 
ций (1), а числа аи — коэффициентами ряда (2). Например, 


степенной ряд 
оо 
у апт” 
п=0 


является рядом по системе функций 1, г, 12, . 
Говорят, что функция { (5) разложена в ряд по системе функ- 


ций (1), если указаны числа а1,а2,..., @п,... такие, что ряд (2) 
в любой точке области определения функции 1 сходится и 
у. апфт(т) = /(т) УтЕ Пу. (3) 


в=1 





| 


« 
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Особый интерес представляют ряды по так называемым орто- 
гональным системам функций. Дадим соответствующие определе- 
ния. 


Определение 1. Любые две функции ф(т) и ф(т), опреде- 
ленные на промежутке А, называются ортогональными на А, 
если их произведение интегрируемо на А (в собственном или не- 
собственном смысле) и 


Очевидно, функция, тождественно равная нулю на промежутке 
А, ортогональна на А любой функции, определенной на А 


Пример 1. Покажем, что многочлен п-й степени 





О» (=) = (ай ых 


т 
на отрезке [-1; 1] ортогонален любому многочлену меньшей степени. 


Заметим, что достаточно рассмотреть лишь многочлены 1, х, 


2, ...,5к, где К < п. Для К = 0 имеем: 


т, 








1 ап 
] Она) = к? 1)" 
1 


и 


Если же К > 0, то по формуле интегрирования по частям получаем 








7 к в Там 
]з О „(х) 4 =т деят (® -1) 
-1 


} 4`-! 
та? — 1 
—1 ° 


Легко видеть, что здесь внеинтегральные члены равны нулю. После & 
интегрирований по частям получим равенство 


1 1 
г 
О»(2) аз = (-1* К == (2? — 1) а 


—1 
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А так как пл — К > 1, то последний интеграл равен нулю, что и 
доказывает наше утверждение. : 
Отметим, что многочлены 


1 4 
21! атп 
называются многочленами Лежандра. 


} 
Определение 2. Система функций, определенных на проме- 
жутке А, называется ортогональной на А, если любые две функ- 
ции этой системы ортогональны на А. 


Из утверждения, доказанного в примере 1, следует, что си- 
стема многочленов Лежандра ортогональна на отрезке [-1; 1]. 


Пример 2. Рассмотрим систему функций 


В(т) =1, Рь(т)= 





(12-1)", ПЕМ. | (4) 


1, сот, зшх, ..., созпх, зших, .... (5) 


Все ее элементы, кроме первого, являются тригонометрическими функ- 
циями, поэтому она называется тригонометрической системой. 


Очевидно, 
т т 
| совпал = | зптеаь =0 УпЕМ 
—п —п 


т.е. первая функция ортогональна любой другой функции системы (5). 
Далее, так как 


2 зт пх созтх = эп (п + т) + зщ (п-т) УптеЕ №, 


то и любые две функции зтпхт и соз 1х ортогональны на (-п;л). На- 
конец, из тождеств 


208 п соз тах = с03 (п + т) + с03 (п — т)х, 
231 пт зштх = соз (п — тт - соз (п + тут 


следует, что если п 2 т, то как функции с08 их и с03 15, так и функции 
этпх и чптх ортогональны на (—л;л). 

Таким образом, тригонометрическая система (5) ортогональна на ин- 
тервале (—п,”). А так как все функции этой системы периодические с 
периодом 2т, то справедливо следующее утверждение: 

Тригонометрическая система (5) ортогональна на любом проме- 
жутке длины 2т. 

Обобщением системы (5) является система функций 


1 Пр зто совт - 
с03 —1, ЗШ -х,... — — 
, Г. } { , ’ | 1 
где { > 0, которую тоже будем называть тригонометрической систе- 
мой. Очевидно, она ортогональна на любом промежутке длины 21. (До- 
казать это утвержрдение в качестве упражнения.) 


т, шп-х, ... 
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Определение 3. Система функций (1), определенных на про- 


межутке А, называется ортонормированной на А, если она орто- 
гональна на Аи 


Дозор аз =1 УпЕМ. 6 
у | 


Условие (6) называется условием нормировки. 


Лемма. Система функций 


1 1 1. 1 : 
те Сы р - о (7) 


ортонормирована на любом промежутке длины 2п. 


Доказательство. Ортогональность системы (7) следует из 
ортогональности тригонометрической системы (5). А условие нор- 
мировки следует из того, что 


вы" п . ` п п 
[# = 2, | сое пр ах = зы? пх 4х = т. 
—т —т р й , 


т 


Лемма доказана. 
Аналогично доказывается, что система функций. 


р сов 7 р т ЕН ТЕ т (8) 
УР РАД А Л т 


ортонормирована на любом промежутке длины 21. 


Системы функций (7) и (8) будем называть нормированными 
тригонометрическими системами. 


1.3. Ряды Фурье по ортогональным системам функций. Пусть 
функция { (т), хЕ А, разложена в ряд по системе функций 


фи (2), 2(#), ..., фи(а), ... (1) 


ортогональной на промежутке А: 


(=) = У апф»(2). (2) 
п=1 
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Найдем формулы для определения коэффициентов этого ряда. Для 
этого обе части равенства (2) умножим на фк(т) и проинтегрируем 
по промежутку А, предполагая, что полученный ряд можно инте- 
грировать почленно. В результате получим равенство 


| (ауры (2) Че = в ] рые) 5, 
А А 


так как интегралы от произведений ф»(т)фк(т) при п 2 К равны 
нулю (в силу ортогональности системы (1)). 


Предположим еще, что ортогональную систему (1) можно нор-_ 
мировать, т.е. что 


] рн(е)Р 42 #0 Уп. 
А 


} 
й 


о ] общ, нем (3) 
со Дьбрек = 
А 


Тогда для коэффициентов а» ряда (2) получим формулу 


Определение 1. Числа а», определяемые по формулам (3), 
называются коэффициентами Фурье функции } по ортогональ- 
ной системе (1), а ряд 


со й а 
я апп (т) (4) 
п=1 . 
называется рядом Фурье функции } по этой системе. ' 
Заметим, что если задана ортогональная система (1), то для 
любой функции [, для которой имеют смысл формулы (3), можно 
написать ряд Фурье по этой системе. Однако он не обязан схо- 


диться к функции ]. В некоторых (или во всех) точках проме- 
жутка А он может даже расходиться. В общем случае будем писать 


=) - У `апфи(2). 
пП=1 
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Возникают вопросы: 


1. Когда ряд Фурье функции { сходится в заданной точке? 
Когда он сходится равномерно? 


2. Когда он сходится к 87 (5)? Когда он сходится к 1 (т) рав- 
номерно? | 


= 3. Какова скорость сходимости ряда Фурье г а у 


4. Какими свойствами должна обладать ортогональная си-. 
стема, чтобы любую достаточно хорошую функцию можно, 
было разложить в ряд Фурье по этой системе? | 


И т.д. 

Мы не будем изучать эти вопросы в общем виде. В этой главе 
мы рассмотрим только так называемые тригонометрические ряды 
Фурье, т.е. ряды Фурье по тригонометрическим системам. 

Наиболее общим классом функций, для которых будем рассма- 
тривать тригонометрические ряды Фурье, является класс функ- 
ций, которые интегрируемы в смысле определения несобственных 
интегралов для функций многих переменных (см. $ 4 гл. 11). На- 
помним соответствующие определения. 


Определение 2. Пусть функция {(5), г Е С, такая, что 
для нее существует хотя бы одно допустимое исчерпание Множе- `\ 
ства С. Тогда эта функция называется интегрируемой на С в С96 
несобственном смысле, если для любого допустимого исчерпания 
{Ск} множества С числовая последовательность 


[ гавь КЕМ, 


имеет конечный предел, и этот предел не зависит от выбора допу-х 
стимого исчерпания множества С. Этот предел называется инте- 
гралом от функции } по множеству С 


Доказывается, что функция { интегрируема на С (в смысле 
этого определения) тогда и только тогда, когда существует хотя бы 


одно допустимое для ] исчерпание {С} множества С’, для которого- 
последовательность а 


Гл ас, КЕ М, С 


имеет конечный предел. 

Таким образом, если функция } интегрируема на С в смысле 
данного определения, то функция |{| тоже интегрируема на С; 
Поэтому такие функции называют абсолютно интегрируемыми 
и обычно определяют следующим образом: 

Функция } называется абсолютно интегрируемой на множе- 
стве С, если существует допустимое для } исчерпание множе- 
ства С и интеграл от |] | по С сходится. 
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Множество всех абсолютно интегрируемых на множестве (С 
функций будем обозначать Г(С'). Здёсьбуква Е означает, что мно-. 
жества С» измеримы по Жордану и функция ] интегрируема по. 
Риману на Ск. В тех случаях, когда это несущественно, вместо 
[^(С') будем писать Г1(С’) или даже просто Гл. 

По аналогии с [®(С') определяется класс функций Г#(С), где 
р>1. А именно, по определению, { Е Г1(С), если существует 
допустимое для } исчерпание множества С и интеграл от |{|Р по С 
сходится. 

Для произвольных ортогональных систем наиболее естествен-. . 
ным классом функций является класс [2(А), так как любая функ- 
ция фп(т) этой системы должна быть хотя бы такой, чтобы инте- 
грал от |ф.(т)|? сходился. 

Из очевидного неравенства 


2112) + [т (2)| < |9 (у + (=) 


следует, что если } Е [2(А) ифьЕ [2(А), то произведение / фи 
абсолютно интегрируемо на Д, и поэтому имеет смысл говорить о 
коэффициентах Фурье функции [Е Г2(А). 


Замечание. Пусть функция {(т) определена во всех точках про-‘ 
межутка А, кроме точек множества 77 С А меры нуль. Тогда, если она 
абсолютно интегрируема на множестве А\/у, то обычно говорят, что она’ 
абсолютно интегрируема на А, так как при любом ее доопределении на 
7) она будет абсолютно интегрируемой на А, и значение интеграла не 
зависит от способа доопределения. Аналогичное соглашение принято и 
для функций из [р(А),р>1. 


8” 
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2.1. Определения и примеры. Для любой функции }, опреде- 
ленной и абсолютно интегрируемой на конечном интервале (а; 5), 
определены коэффициенты Фурье по тригонометрической системе, 
ортогональной на интервале (0:6): 


п . п п у п 
1, с08 —х, п -—х,...,с08п-х, зап-х,..., (1) 


1 1 1 1 


где [= (Ь-а)/2. Соответствующий ряд Фурье обычно записывают 
в следующем виде: 


со 
ао п 2. 
э + ) бт сов пт + 9 — пт=. (2) 


п=1 
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Из общей формулы для коэффициентов Фурье (см. п. 1.2) сле- 
дует, что коэффициенты @0,а»,би ряда (2) вычисляются по фор- 


мулам: 


ь 
Я О 6) 
1 Г п | 
ав = га) со8п-72 ах, (4) 
1 / 
ы=: ] {(2) пита 4х, (5) 


Числа а0, ап, и, определяемые по формулам (3), (4), (5), назы- 


ваются 
ческой 


коэффициентами Фурье функции | по тригонометри- 
системе (1). Чтобы показать, что это — коэффициенты 


Фурье именно функции {, будем иногда писать а0({), ав(Х), (1). 


Пример 1. Найдем ряд Фурье функции /(т) = зп т, 2Е (-1;1), 
по тригонометрической системе, ортогональной на интервале (—1;1). 
Здесь [ = 1, и, следовательно, ряд Фурье имеет вид 


Найдем 


ав =0 


формуле (5 


вы 


@0 


© , 
5 + д ап с08 ПЛ + би 31 ПлХ. | (6) 


п=1 ЕЯ 


коэффициенты а9, @п, бл. 


Из формул (3) и (4) приа = -1 6 = 1 следует, что 0 = би 


и так как данная функция является нечетной. Далее, согласно 
(5), 


1 1 
= [ звлз, Била = 2 || шлягаа = == @-(-1"), 
—1 0 


4 
и, следовательно, бк = 0, 62+: = Ел. 


„Таким образом, 





. со 4 . иы 
{(=) > >, ОЕ зщ (2% + 1)лх. 
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Пример 2. Найдем ряд Фурье функции /[(т) = т, тЕ (0;1), по 
тригонометрической системе, ортогональной на интервале (0; 1). 
Здесь { = 1/2, и, следовательно, ряд Фурье имеет вид 


© 
” + У. ап соз2плт + 6, зт 2плх. 


п=1 


По формулам (3), (4), (5) находим 


а0 =2 | тах = 1, 


°—_,. 








1 1 
2 
—2 ==3] с соз2плр а — 2292072 эт плз | м Ям пт ео 
пт 
0 о 
1 о 11 о ] вые 
03 
Ь, = 2 [зп 2ллефе= 25 НЫ ария г х=——. 
то о} пт 
о 


Следовательно, 


1(т) > а у 1 вш2пле 
2 пт р 


п=1 


Пример 3. Найдем ряд Фурье функции /(т) = |2, тЕ (-1;1), по 
нь системе, ортогональной на интервале 
1:1 ^ 

Здесь [ = 1, и, следовательно, ряд Фурье имеет вид (6). По формулам 
(3) и (4) находим 


1 


ие 
о = [4 =2 [242 = 
о 


-1 
1 


ав = Е созплт 4х = го ппт 4х = 
1 


; 1 
шп плх 
= 4 








пт 0 


1 . р 
= = | отл аг = т ((-1)"-1). 
Г 
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4 
п? (2Е + 1)2` 
следует, что 5, = 0, так как данная функция четная. Таким образом, 


Следовательно, а2к = 0, а2ь+1 = Из формулы (5) 


со 


1 4 
{ (=) — 2 эх >. 2+1) с08 (2к + 1)лх. 


Заметим, что сумма тригонометрического ряда (2) является пе- 
риодической с периодом 21. Поэтому ряды Фурье по тригонометри- 
ческой системе (1) естественно рассматривать тоже для 


* 
21-периодических функций. В дальнейшем через _Г.Е(—1; [) обо- 
значим класс 21-периодических функций, абсолютно интегрируе- 


мых на интервале (—1;1) 


В формулах (3), (4), (5) промежуток (а;5), по которому проис- 
ходит интегрирование, фиксирован, так как, вообще говоря, только 
на нем задана функция {}. Если же функция 21-периодическая, то 
интегрирование можно производить по любому промежутку длины 

* 
21. Следовательно, если Е Ё1(-1;1), то 


Я 


а-+21 
шт | 4 | 
6 = 
а+21 
ав = : ] (т) сов ах, 
а 
а+2 
Ве 7 1(х) чп 4х, пЕМ, 
а 
для любого ае В. При а = —Г эти формулы имеют вид. 


` 1 
1 
оф [4 
— 
а 
ал = 1 | Насовттеат, | ее 
м 


1 
В, = т [2 мала 4х, ПЕМ. = 
— 2 “А 
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В частности, если функция } Е Г®(-1[,1) четная, то 


ад = 


Г(т) ах, 


— | > 


—| [5] 
>=. т =—. 2... 


п 


ав = } (т) сов п 


тах п 2 
и 6, = 0 для любого п Е М, аесли { нечетная, то ад = ав =0и 


6: = 


| 


(г) упита УпЕМ. 


'Тригонометрическая система (1), тригонометрический ряд (2) 
и формулы для коэффициентов Фурье наиболее простой вид имеют 
в случае, когда { = т. Действительно, если {(т) Е [®(—п; п), то 


со 
а : 
(=) - > + ) ап со пт + и зшпх, 
п=1 
где 


1 п 
вх || (8) 4=, 
п 
—п 
а 
а = [| Наувовтет, 
—т 


в, 


= [1 зшпх 4х. 
—я 


п 
Так как общий случай заменой & = 12 сводится к тригоно- 


метрической системе, ортогональной на интервале (—т;п), то в 
дальнейшем будем изучать в основном только ряды по тригономе-._ 
трической системе 


1, созх, зшх, ..., с0зпт, зтпх, ..., 


которую будем называть стандартной тригонометрической си- 
стемой. 





$2. Тригонометрические ряды Фурье 241 


Пример 4. Найдем ряд Фурье функции {(2) = звпх, 5 Е (—п;т) 
по стандартной тригонометрической системе. 
Данная функция { нечетная, поэтому 


м =биа, =0 Ум, ‹ 


о елле © но 
т | тг = т (-1)”), 
0 


к =0, 02-1 = УКЕМ. 


с 
(26 —1)т 
Следовательно, 


со 


1 -У. Е вш (2 — 1). 
К=1 


2.2. Комплексная форма тригонометрических рядов Фурье. Вме- 
сто тригонометрической системы 


сет т, кем 
1, соз 17, п тт,..., 603 пр 2, зп...) (1) 


ортогональной на интервале (-—1;[), часто рассматривают систему 
комплекснозначных функций 


фь(2) = е1*, иЕХ, (2) 


где 7, — множество всех целых чисел. Ее тоже называют триго- 
нометрической, так как 


:, т п ла п 
ет? —= сови-х + $3п ит г. 


1 


Определение 1. Комплекснозначные функции ф(т) и (т) 
называются ортогональными на промежутке Д, если они опре- 


делены на Аи 
[беувда 0 


А 


Очевидно, система функций (2) ортогональна на интервале 
(—1;1). Кроме того, 


1 4 
Гордей = [ форда =. 
= р. ° 


17 Зак. 193 
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Определение 2. Для любой функции { (1) Е ЁП(-1;1) числа 


1 
с, = | ее“ ат и=0,+1,-2,..., (3) 
ч 


называются коэффициентами Фурье функции } по ортогональ- 
ной системе (2). 


Чтобы показать, что с, — это коэффициенты Фурье именно 
функции {}, иногда будем писать сь(}). 
Так как 


1 . 
1 п а: № 
Су = > | 1) (совита -Чатит =) ах, 
и 
то со = 40/2 и 


_-5 т 
о, ры УКЕМ, (4) 


где ао, ак и 6, — коэффициенты Фурье функции ] по триЕОноме 
трической системе (1). 


Определение 3. Выражение 


© , АЗИИ, оне ВХ 
м. вета, (5) 


и—=-©® 


где су = с,(}), называется рядом Фурье функции } по системе с (2), | 


а сумма 
п. : Т» (1: =) = >. с„еТ (6) 
и=-п } д : 
называется 1-й частичной суммой этого ряда. 
У 


Как обычно, ряд (5) называется сходящимся, если последова- 
тельность его частичных сумм (6) сходится. Предел этой последо- 
вательности называется суммой ряда (5). 

Если ряд (5) является рядом Фурье функции {(т), то будем. 


писать р 
+09 
ип 
(=) © > ‘сие Т= 
—со 


‚< 
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Из формул .(4) следует, что 


ао ак — 16% зктх ак + к АТх 
В уе 
К=1 = 


п 
= > + рэ ар соз ЕТ + 6+ та. 
К=1 

Таким образом, Т„(];т) — это п-я частичная сумма ряда Фу- 
рье функции { по тригонометрической системе (1). 

Мы, как уже говорилось, в основном будем рассматривать слу- 
чай, когда [ = л и функция { (т) периодическая с периодом 2л. В 
этом случае 

+0 
1(=) го. р 
—с 


где 


т 
1 : 
% = Эт ] Дает а, и=0,+1,42,... 


Как и выше, тригонометрическую систему е"”, и Е 2, будем 
называть стандартной тригонометрической системой в ком- 
плексной форме. 


2.3. Интегральное представление частичных сумм тригономе- 
трических рядов Фурье. Ядро Дирихле. Рассмотрим п-ю частич- 
* 


ную сумму ряда Фурье функции {(т) Е Г #(-п;п) по тригоно- 
метрической системе, ортогональной на интервале (—л;т). Как 
показано в предыдущем пункте, 


к о суе!" 


и=—п 


Ее 


где 


т 
1 
о паре Вне 


Следовательно, р т 


тия) => Е п о о 


и=-п 
17* 
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Определение. Функция О; ( ы ей называется ядром 
„Дирихле порядка п. и=—п р 
Очевидно, 


п 
0,(2) =1+ 2» ` сов ит. 


и=} 


Отсюда следует, что О„(т) — четная 2л-периодическая функция, 
О, (0) =1+2жи 


По формуле для суммы геометрической прогрессии получаем, 


что 
$1 + ы 
в а; [+=]: 
ет" — стане 2 


1-е 


Рз(2) = —< 
зш 


2 


для любого 5 7 2кл, КЕ 0. 
С помощью ядра Дирихле п-я частичная сумма ряда Фурье 
функции {(т) выражается следующим образом: 


лю р ое Э%-а | Лено а 


м —п-—х 


А так как подынтегральная функция является 2л-периодической, 
то 


Тиз) = 5; | е+ 05-4 
Отсюда, в силу четности ядра Дирихле, следует, что 
1 т 
т.) =; | (@-9+/1е+9) 5.0% 
0 


Кроме указанных выше свойств, ядра Дирихле обладают еще 
одним важным свойством. 
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Лемма. Существует постоянная С’такая, что . 


П ` 
рые <2т.С УЕТЕ (0; 1), тем = () 
о 


Доказательство. Заметим, что 


7 п 


) Он(2) 4 = ] оли фа, 
ё & 





1 
где Л =п+ 5 ф(х) = . Легко доказывается, что функция 


вт - 
2 


ф(т) монотонно возрастает на интервале (0; п). Поэтому, согласно 
второй теореме о среднем, существует 9 Е [&; 7] такое, что 


Т 9. | | ". | 
оба = о | он ао | Овак, (9 
ё ё 9 


А так как для любых а, Би Л 


о ва (3) 


а 


310$ 
и интеграл от функции —; 8 Е сходится, то интеграл (3) огра- 
ничен, т.е. существует постоянная С' такая, что 





х 


ф 
ре 4 <С 


а 


для любых а, 6 из . Отсюда и из равенства (2) следует неравен- 
ство (1). Лемма доказана. 

Доказанное свойство называют свойством равномерной огра- 
ниченности интегралов от ядер Дирихле. 
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$3. Теорема Римана об осцилляции и ее следствия 


3.1. Теорема об аппроксимации абсолютно интегрируемых фунн- 
ций ступенчатыми функциями. Прежде всего введем некоторые по- 
нятия, которые широко используются в математике. 


Определение 1. Для любой функции { замыкание множе- 
ства точек х Е О,, в которых {(т) 7 0, называется носителем 
функции } и обозначается зирр {. 


Определение 2. Функция, определенная на В, называется 
финитной, если ее носитель ограничен, т.е. если она равна нулю 
вне некоторого отрезка. 


Определение 3. Функция, определенная на некотором про- 
межутке Д, называется ступенчатой, если существует разбиение 
промежутка А на конечное число промежутков, на каждом из ко- 
торых она постоянна. 


Теорема. Если функция }(т) абсолютно интегрируема на 
промежутке Д, то для любого Е > 0 существует финитная 


ступенчатая бузины ф(т) такая, что зиррф С А ци 


ой ио-еаь < 0) 


8 


> 


(Здесь А Ча как а замыкание множества А.) 
Доказательство. Выберем некоторое & > 0 и построим фи- 
нитную ступенчатую функцию (т), удовлетворяющую неравен- 
ству (1). 
Из определения абсолютной интегрируемости функции } на 
промежутке А следует, что существует ограниченное измеримое 


множество 9; С А, на котором функция ] интегрируема по Ри- 
ману, причем 


„ [лее ля крае = || еее <. о, 


А\9е 


Через Ё. (т) обозначим функцию, равную /(5) на д: и нулю вне 
9=. Очевидно, 


ле - медае = | еаг <. (2 
А А\9е 


Функция Ё& (т) равна нулю вне ограниченного множества д: С 
СА, поэтому ее носитель содержится в некотором отрезке [а;6] С 
СА. На этом отрезке она интегрируема по Риману, так как она 
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интегрируема по Риману на де и на [а;5]\9=. Поэтому существует 
разбиение т отрезка [а;65] на промежутки Д1,..., Ам такое, что 


ь 
Г мвуаь — зат) <, 
где з(.; т) — нижняя сумма Дарбу функции {+, т.е. _ 
М 
(Лезт) = Ут АЯ, 
1=1 
гдет; = р }-(т). Через ф(т) и ступенчатую функцию, 


которая равна т; на А;, 1 =1....,М, и нулю вне [а;6]. Очевидно, 
ф(х) < (1) для любого т Е В, 
ь 


} (в) де = |. чаев) 
А а 
и, следовательно, 


ь в 
оля - ва = | одае- дит <. ® 
А а 


Из неравенств (2) и (3) следует, что финитная ступенчатая . 
функция ф(т) удовлетворяет неравенству (1). Действительно, 


[иэ Це) обеда < ||) - даа 
А 


+ [+ фа) 1 < =е 


Теорема доказана. 

Заметим, что в этой теореме промежуток А может быть как. 
конечным, так и бесконечным. В частности, возможен и случай, 
когда А = (—00; +0). 


Следствие. Если функция {(=) абсолютно интегрируема 
на промежутке А, то ний 


Е(=) = [ла 4, где : ЕД, 


непрерывна на замыкании А этого промежутка. 


248 | Гл. 14. Ряды Фурье 


Доказательство. Согласно доказанной теореме, для любого 
Е > 0 существует финитная ступенчатая функция ф.(т) такая, что 


Е 


Гл - выаав < 
А 


Легко видеть, что функция 


т 


.(2) = [еда 


а 


непрерывна на Д и такая, что |Е (2) — Ф.(5)| < - У:ЕЙ. Сие. 


довательно, для любых т и 10 из А - 
|Е' (5) — Р(то)| < |Е (2) — Фе(т)| + |Ф.(т) — Ф.(то)|+ 
Фе (о) — Рад) < зе + 1Фе(р) — Фе (о). 
А так как функция Ф.(т) непрерывна в точке хо, то 
36>0: Уз Е 05 (20) ПА 1Ф,(2) - $. (10) <, 
и поэтому 
|Е (5) — Е(то)| <= УхЕ Оз (10) ПА. 
Следствие доказано. 


3.2. Теорема Римана и ее обобщение. Пусть функция /(5) опре- 
делена на конечном или бесконечном промежутке А. 


Теорема 1. Если функция {(т) абсолютно интегрируема 
на промежутке А, то 


вт | (уе ар = 0. — @) 
/ 


А—со 


Доказательство. Для характеристической функции любого 
конечного промежутка это утверждение очевидно. Действительно, 
если & ип — концы промежутка, то 


п 
] е?^2 дт| = 
ё 


еЁХ7 — её 
ЗА 


2 


МХ 
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А так как любая финитная ступенчатая функция есть линейная 
комбинация характеристических функций конечного числа конеч- 
ных промежутков, то утверждение теоремы верно для любой такой 
функции. 

Согласно теореме из предыдущего пункта, для любого = > 0 
существует финитная ступенчатая функция ф(т) такая, что 

Е 
(=) — (=) 42 < 5. 
‚ А 


Тогда 
Г кедежная < лед = оеаг+ | ое а]. (3) 
А А А 


Последний интеграл, согласно уже доказанному, стремится к нулю 
при А - со, поэтому 


Е: едем 4 <=. (4) 
| А 
Следовательно, (см. (2), (3), (4)) 


Кое <= У» М>, 
А 


что и доказывает равенство (1). Теорема доказана. 

Отметим, что здесь параметр Л (см. (1)) может принимать лю- 
бое значение из В и, в частности, может стремиться как к +09, 
так ик —с0. Следовательно, наряду с (1) выполняется и равенство 


ь 
_ №ы ] 1 (те ах =0. — | (5) 


Следствие. Если функция {(т) абсолютно интегрируема 
на промежутке А, то 


И. | 1 (2) соз Ахат =0, | | (6) 
А | 

ди || а) а Аг ах = 0. | (7) 
А 


16 Зак. 193 
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‚ Действительно, так как 


03 Аз = ь (== УЕ ее ‚ зшАх = : (== — е-2=) , 


то равенства (6) и (7) следуют из (1) и (5). 

Доказанная теорема и следствие содержат, по ‘существу, одно 
и то же утверждение. Оно называется теоремой (или леммой) 
Римана об осцилляции. 


Теорема 2. Если функция {(т) абсолютно интегрируема 
на промежутке А, то 


в 
Ш зар ] 1 (те? ат| =0, (8) 
А-›со а,В 

а 


где супремум берется по всем интервалам (а; В) С А. 


Доказательство. Пусть сначала А — конечный промежу- 
ток с концами аи 6. Тогда, согласно следствию из предыдущего 
пункта, функция 


ё 
в = ле т 


непрерывна на отрезке [2;6]. А так как она равномерно непре- 
рывна на [а;6], то для любого ё > 0 существует д > 0 такое, что 
для любых & иё + Дё из [а;6] 


|+ 40)  2(6)| < © 
если |Д&| < 6. Для этого 6 > 0 выберем какое-то целое п, удовле- 
творяющее неравенству 5 — а < пд, и рассмотрим точки 
6-а. .- 
б=а+——) 1=01,... п 
Тогда 
& 
| |1 (2) 45 <= У1=1,2,...,п.. 
| &-1 
Согласно теореме 1, 
&ь 
Виа  педе ах =0 
А-—со 
$; 





портье. я жены 
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для любых Ки 7, равных 0,1,...,п. А так как таких интегралов 
конечное число, то 
вк 
ЗА: : УМА, > А  одеме <Е 
ё, г. 
для любых к,1 = 0,1,...,п. Легко видеть, что для любых аи 6 


из [а;6] существуют &; и &х такие, что Е [&;—1,&;, ВЕ [&ь;&к+и. 
Поэтому 


в 8; в 
УХ > №. [коем 4х < [лег + [лез с 
а а &ь 


к 
+ | коде ат| <З=Е Уа,ВЕ [а; 4]. 
&) 
Случай конечного промежутка рассмотрен. 
Пусть теперь Д = [а; +0). Тогда для любого Е > 0 существует 


Ь: такое, что 
+9 


[ [1 (2) [ах < :. 
, ве 
Тогда если 6; За < ВБ, то 
[ в 
[ поем < уледа» <е 
а а 


Если жеа За < В < Ц, то, как уже доказано, существует Л; 
такое, что 


В 
УЛ, || > Л [ едем 4х| < ЗЕ 
а 


для любого интервала (с; 0) С (а;6.). Наконец, еслиа За < & < 
< В, то | 


Г [7 В 
| Кое аз < || Кадет аз] + | И) ат, 
о. 
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и поэтому 
В й 
 Кодем ат| <Зе+=; УЛ,|М > №. 
а 


Таким образом, если || > Л, то 


В С 
[ Нодем ат| <4= \У(а;В) с [а; +00). 


Случай промежутка ДА = [а; +оо) рассмотрен. Другие бесконечные 
промежутки рассматриваются аналогично. Теорема 2 доказана. 

Эту теорему будем называть теоремой Римана о равномерной 
осцилляции. 


3.3. Стремление к нулю коэффициентов Фурье по тригономе- 
трической системе. Пусть а„(У), 6„(/) — п-е коэффициенты Фу- 
рье функции {(т), г Е А, по тригонометрической системе, орто- 
гональной на промежутке А, а с,({) — и-й коэффициент Фурье 
этой функции по соответствующей тригонометрической системе в 
комплексной форме. 


Теорема 1. Коэффициенты Фурье с,({) любой абсолютно 
интегрируемой функции стремятся к нулю при и -+ +00, т.е. 


ит, с» (Г) = 0. | (1) 


Действительно, если функция /[ абсолютно интегрируема на 
А = (а; а-+ 21), то 


1 „п : 
сь (1) =т | Л(т)е- "1? аз, 
1 


и поэтому равенство (1) следует из. теоремы Римана 06 осцилля- 
ции. аи 
Как следствие, из (1) получаем 


„Вт. а»(7) = Ша (7) =0. 

Изучим влияние дифференциальных свойств функции на по- 
рядок убывания ее коэффициентов Фурье. Для простоты будем 
рассматривать лишь случай А = (-п;п). 

Прежде всего заметим, что если функция / (5) на отрезке [-п;л] 
непрерывна и {(—л) = {(п); а на интервале (—л;лт) имеет непре- . 
рывную и абсолютно интегрируемую производную /"(х), то 


в) = еИГ) Ук. © 





$3. Теорема Римана об осцилляции и ее следствия 253 


Действительно, формула (2) получается из формулы 


= 5 | еее (3) 


интегрированием по частям. 
Для дальнейшего нам потребуется одно простое утверждение. 


Лемма 1. Если на интервале (а;5} функция {(т) имеет не- 
прерывную производную }'(т) и интеграл от }'(1) по (а; 6) схо- 
дится, то функция ] (т) имеет конечные пределы при т + а+0 
и при т 6-0 ц справедлива формула 


ь : 
| (а) 4 = Ь-0)- +0). (4) 


Действительно, для любых & и 1 из интервала (а;5) справед- 
лива формула Ньютона-Лейбница 


1 
] 1(=) Че = п) - КО. 
ё 


Отсюда при & > а+бип-›65-— 0 следует, что односторонние 
пределы /(6—0) и (а +0} существуют, являются конечными, и 
справедлива формула (4). Ее будем называть обобщенной форму- 
лой Ньютона-Лейбница. 


Лемма 2. Пусть 2л-периодическая функция { (т) на интер- 
валах (т;—1;1;), где} = 12,..., М ито = —п, тм = п, имеет 
непрерывную производную }'(т). Тогда, если }'(т) абсолютно 
интегрируема на интервале (—пт; п); то 





1 ! 1 С —#х; 
сь(7) = 16 Е а У Ле , (5) 
: =1 


— 2 


где [1]„; — скачок функции } в точке ту, т.е. 
[Л], = (2; +0) - К; -0. 
Доказательство. Прежде всего заметим, что в точках т; 


функция } может быть разрывной, но, согласно лемме 1, она в 
любой точке т; имеет односторонние пределы, и поэтому можно 
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говорить о скачке функции ] в точке т;. Тогда равенство (5) полу- 
чается из (3) интегрированием по частям с помощью обобщенной 
формулы Ньютона-Лейбница. Действительно, 


м 7 
сь() = тех) -- г ] (1(т)е-=)' ах = 


2пи? < 





9=1 : ы 
уе: 1-1 
1 уе 
/ —1т; 
= —с — -У) т; —0) — 1(т:— 0 7. 
нех) - ту -0) = Дар +0))е 
7=1 
Здесь в точках 10 = —п и гм = л мы воспользовались периодич- 


ностью функции }. Лемма 2 доказана. 


Определение. Будем говорить, что функция { (т), хЕ (а;5), 
на интервале (а; 5) имеет кусочно-непрерывную производную, если 
интервал (а;6) можно разбить на конечное число интервалов, на 
каждом из которых она имеет непрерывную производную. 

Теорема 2. Если функция (5), те (-п;п), на интервале 


(-т;п) имеет кусочно-непрерывную и абсолютно интегрируе- 
мую производную, то 


с,(}) =О (;) при и > о. (6) 


Если, кроме того, }(т) непрерывна на отрезке [-п; п] и {(—тп) = 
= }(т), то справедлива формула (2) и, в частности, 


сь(7) =о (;) при и > оо. (7) 


Доказательство. Функцию { нродолжим на Е периодиче- 
ски с периодом 2л. Тогда асимптотическое равенство (6) следует 
из формулы (5), а равенство (7) — из формулы (2) и равенства (1). 
Теорема 2 доказана. р 

Следствие 1. Пусть функция } на отрезке [-п;п| непре- 
рывна, и }(—п) = {(пт). Тогда, если }(т) на интервале (—п;п) 
имеет кусочно-непрерывную и абсолютно интегрируемую про- 
изводную 8-го порядка, то 


1 
с,(1) =О (>) при и + 00. 

Действительно, для с,({) справедливо равенство (2), а {'(т) - 
удовлетворяет всем условиям теоремы, поэтому 


яя) = о (,) -0(.в) шт изв 


и 
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Следствие 2. Пусть 2п-периодическая функция } на В име- 
ет непрерывную производную К-го порядка {(®(т). Тогда, если 
К-я производная на интервале (—п; п) имеет кусочно-непрерыв- 
ную и абсолютно интегрируемую производную, то 


сь(7) = рт (==) Уи р 0. 


Если, кроме того, (К + 1)-я производная на (-п;п) имеет 
кусочно-непрерывную и абсолютно интегрируемую производ- 
ную, то 


а 


1 
:\ 6(/)=0 (==) при и — +0. 


3.4. Принцип локализации для тригонометричееких рядов 
Фурье. Напомним, что для п-й частичной суммы Т„(];т) ряда 


* 
Фурье функции /{(т) Е Г (—п;п) по тригонометрической системе 
справедлива формула 


тыла) =; | (е-9+1е+0)р-®«, 
0 


где О» (&) — ядро Дирихле порядка п, т.е. ' 
1 
зщ (п + 58 
О, (8) = а 
зто 
2 
Зафиксируем некоторое г Е ® и рассмотрим функцию 
/(:- +1 (2+9 | 
ео = АЕРОНАЕТО, сео) (2) 
) 510 2 
Так как функция { абсолютно интегрируема на любом проме- 
жутке длины 2л, то при любом фиксированном г Е В функции 
1х -&) и }(т-+ 6) по & абсолютно интегрируемы на интервале 
(0; ж). Следовательно, функция (2) абсолютно интегрируема на 
любом интервале (д; п), у которого д > 0. Поэтому, согласно тео- 
реме Римана 0б осцилляции, справедливо равенство 


до Губа (+3540 УтЕВ, Убе (0; м), 
5 


из которого следует одно интересное свойство тригонометрических 
рядов. 
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Теорема. Если Т‚({;х} — п-я частичная сумма ряда Фурье. 


функции / (1) Е Г®(-п;п), а О„(&) — ядро Дирихле порядка п, 
то для любого 2 Е В и любого 6 Е (0;п) справедливо равен- 
ство 


6 
| (_ в Е Г/=-9+Л=+9 
= ] па #1 


которое следует понимать так: если существует один из пре- 
делов, то существует и другой, и они равны. 


Таким образом, сходимость ряда Фурье функции { и величина. 


его суммы зависят только от свойств и значений функции { в 
окрестности точки хо. Это свойство тригонометрических рядов 
Фурье называется принципом локализации. 


$4. Признаки сходимости 
тригонометрических рядов Фурье 


4,1. Признак Лишпица. Пусть функция /(т) определена в не- 
которой окрестности точки то. Говорят, что ‘она в этой точке удо- 
влетворяет условию Липшица порядка а > 0, если существует 
‘постоянная Сиб > 06 такие, что 


(то +) — Цао) < Се ЕЕ (- р (1) 


Теорема 1. Если функция { (т) Е (п; п) в точке хо Е В 
удовлетворяет условию Липшица порядка а > 0, то ее ряд 
Фурье в точке хо стодится к }(то). 


Доказательство. Напомним, что для п-й частичной суммы 
ряда Фурье функции } справедлива формула 


Т,(5з0) = 57 | Лео + В©) 46, 


где 


в: ре Ее 


— 
2т 2 


В, (9) = 


81 8 вт ё ” 


Поэтому 


Т»(/за0) — На) = 5: [ [№ (во) — (то) Г» (©) 46. 





. 
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По условию функция ] в точке то удовлетворяет условию Лип- 
шица (1). Не ограничивая общности, можно считать, что д < л. 


Тогда функция 
1(т0 +6) - (то) 


зш > 


2 


Е($ = 


удовлетворяет неравенству 


|2(6| < Се ЕЕ (6:5). 


зш > 
2 











А так как функция зт > выпукла вверх на отрезке [0; ж], то ^ 


зе 2 : УЁЕ [0;*], 
и поэтому 
[26| < тс" УЕ [0;^]. 
Следовательно, 


[Т.(/ззо) — Лео) < 5С < ее 


+5 р (зв Е + >- ] Е(@зш,ё46| (2) 
ы й 


для любого № Е (0;6) и любого п Е М. Для каждого ВЕ (0;6) 
функция Р(&) абсолютно интегрируема на интервалах (—л;-—№) 
и (№; т). Согласно теореме Римана об осцилляции, интегралы по 
этим интервалам стремятся к нулю при п -+ со. Поэтому из (2) 
следует неравенство 


ть (520) — во) < С 1Н®. 


А так как оно справедливо для любого Е (0; аа 
Иа |Та(1; 0) — 1(20)| = 0 


Очевидно, если верхний предел неотрицательной последова- 
тельности равен нулю, то эта последовательность сходится и ее 
предел равен нулю. Теорема 1 доказана. 

Эта теорема называется признаком Литишица сходимости ряда 
Фурье в точке. 
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Лемма 1. Если функция } в точке то дифференцируема, то 
в этой точке она удовлетворяет условию Липшица порядка 
а = 1. 


Доказательство. Пусть }’(т0) = а. Тогда существует 6 > 0 


такое, что 
_1 < 0-9 - Аа) 


ё 


для любого & = 0 из интервала (—5;6). Будем считать, что С = 
= шах{|а — 1|, |@+ |}, отсюда получим 
|У(то + &) — (то) < С УЕЕ (-6;5). 


Лемма 1 доказана. 
Аналогично доказывается и следующее утверждение. 


а <а+1 


Лемма 2. Если функция } в точке то непрерывна и имеет ` 
односторонние производные }\ (510), то в этой точке она удо- 
влетворяет условию Липшица порядка с = 1. 

Следствие 1. Если функция / (1) Е Г®(-—п;п) в точке то Е 
ЕК дифференцируема или непрерывна ц имеет конечные одно- 
сторонние производные, то в этой точке ее ряд Фурье сто- 
дится к } (то). 

Следствие 2. Если функция ] (т), тЕ [а; 6], а < БЬ, на ин- 
тервале (а;5) непрерывна, абсолютно интегрируема и в каж- 
дой точке т Е (а;5) дифференцируема или имеет конечные од- 
носторонние производные, то в любой точке т Е (а;5) ее ряд 
Фурье стодится и 


(т) = Со + т 


2 п=1 


п 


Е 


п 


+ бит 


т, 





где 1 = = -, 0 = во (1), аи = в(), & = (1). Если, кроме 


того, функция } непрерывна на [а; 8], (а) = } (6) и существуют 
конечные односторонние производные }\ (а) и | (6), то ив 
точках т =а, х = 6 ряд Фурье стодится к [ (т). 


Доказательство. Первое утверждение уже доказано. Дока- 
жем второе. - 

Так как /(а) = {(5), то данную функцию с отрезка [а;6] можно 
продолжить периодически с периодом Т = 6 -—а на всю прямую К. 
Очевидно, что продолженная функция в любой точке г Е К не- 
прерывна и имеет конечные односторонние пределы, и поэтому в 
любой точке 5 Е ® ее ряд Фурье сходится к {(т). Следствие 2 
доказано. р 

Рассмотрим примеры, разобранные в пункте 1.3. 
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Пример 1. Ряд Фурье функции / (т) = зп т, Е (-1;1) получен 
вп. 1.3. Следовательно, 


ыы 
4 
871 = ь ——__ 311(2к+1)л1 УтеЕ(-1;1). 
— (26 +1л 
Действительно, в точке г = 0 это равенство очевидно, а в любой точке 
т 70 функция {(1) = зп т, Е (-1;1), дифференцируема. 
Пример 2. Функция {(т) = 5, Е (0;1), дифференцируема на 


интервале (0;1). Следовательно, (см. п. 1.3): 


1 
— зт2плх Уте (0;1). 
1 и р У 


Я: 


ры 
72 


п 


Пример 3. Ряд Фурье функции ]{(т) = |т|, т Е [-1;1] получен в 
п. 1.3. Она удовлетворяет всем условиям следствия 2, а именно, второй 
его части, поэтому 


[1 = : Е | 
72 Рик +1 вы 


для любого д Е [-1;1. 


Пример 4. Функция {(1) = з6пх, Е (—-п;т), аналогична функ- 
ции из примера 1, поэтому (см. п. 1.3) 


со 


4 р 
звпт = >. Е т 311(2Е —-1)т УтеЕ (-п; п). 


Для разрывной функции, имеющей односторонние пределы в 
некоторой точке, естественно рассматривать так называемые од- 
носторонние условия Липшица. 


Определение 1. Пусть функция {(т) определена в правой 
(левой) окрестности точки хо и имеет предел /(то-+0) (соответ- 
ственно }(то — 0)). Говорят, что функция } в точке то удовле- 
творяет условию Липшица порядка а > 0 справа (соответственно 
слева), если существуют постоянные С’ ид > 0 такие, что для 
любого Ё Е (0;0) справедливо неравенство 


|7 (то + 6) — (то + 0)| < 66° (| (то — 6) — Л(то — 0)] < С°). 
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* 
Теорема 2. Если функция }(т) ЕГЁ(-п;п) в точке хо Е 
Е К удовлетворлет односторонним условиям Липшица порядка 
а > 0, то ее ряд Фурье в точке то сходится к 


М/(=о) = Др + А 0), 


Эта теорема доказывается так же, как и теорема 1. Она также 
называется признаком Липшица. 


Доказательство. Из четности ядра Фурье следует, что 
т 


Тиз) = ар [Иво +9 + Ло - О)рь9 46, 


0 


т 
где ] О, (&) 4ё = т. Поэтому 
0 


Тиз) - МИз) = 55). | ВЫ мае 
+0 


Здесь справа стоит сумма двух слагаемых с Ё; (&) и Е. (&), где 


Еь(ё) = (то = лы + 0) , 
то 


Так же, как и при доказательстве теоремы 1, показывается, 
что 


ша [| Е) т Алё 4 =0 
: -. 


для любого АЕ (0; л). А если О< В <б<т, то 


| |Е+ (2)| < О". 
Поэтому 


— . 1; о 
Аип |Т(; о) — 1 (то) < С. 2 


для любого ЛЕ (0;5). Теорема 2 доказана. 


Чтобы сформулировать утверждение, аналогичное следствию 1, 


введем понятие односторонних производных для функции {(т) в 
точке хо, в которой она имеет разрыв 1-го рода. А именно, по 
определению положим 


. =) - /(т0 =0 
(то +0) = Па Иво) - До) 


Как и лемма 1, доказывается следующее утверждение. 





| 
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Лемма 3. Если функция } в точке то имеет односторон- 
ние пределы {(то +0) и односторонние производные }\. (хо 0), 
то в этой точке функция } удовлетворяет односторонним 


условиям Липшица порядка а =1 
* 


Следствие 3. Если функция {(т) Е Г®(-1,1) в точке то Е 
Е В имеет односторонние производные }\(то + 0), то ее ряд 
Фурье в точке то стодится к М (то). 


Пример 5. Разложим в ряд Фурье функцию {#(5) = созах, т Е 
[-п;м], где « — некоторое действительное число. Эта функция на от- 
резке [-п;л| непрерывно дифференцируема и на его концах принимает 
равные значения. Следовательно, она разлагается в ряд Фурье по стан- 
дартной тригонометрической системе. 

При любом а данная функция четная, поэтому она разлага- 
ется только по косинусам. Очевидно, интересным является лишь 
случай, когда а не является целым числом. В этом случае 

т 


ав = . Г созба + п) т + с03(а — п)т) ат = 
0 














зп ат 1 
= — =" (= ==) УпЕ М, 
—п 
п 
2 2 
аб = созатат = -.— и ат. 
п ла 
0 
пня образом, если а а то 
зтал 
с08 ат = Е 5 1)" —= 503 п5 


для любого 5 Е [-л; — В а. при 5 = 0 получаем равен- 
ство 


со 


1 22 
а Рени 
_ ява ты ) а? — п? 


п=1 





4.2. Признак Дини. Пусть функция (т) определена в окрест- 
ности точки 10 и в этой точке непрерывна. Если, кроме того, 
существует 6 > 0 такое, что разностное отношение 


(то + &) — (то) 


абсолютно интегрируемо на интервале (—6;6), то говорят, что функ- 
ция /(т) в точке хо удовлетворяет условию Дини. 
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Очевидно, если функция } в точке хо удовлетворяет условию 
Липшица порядка а > 0, то в этой точке она удовлетворяет и 
условию Дини. Обратное утверждение является неверным. 

Теорема 1. Если функция {(т) Е Г®(—п;п) в точке хо Е В 
удовлетворяет условию Дини, то ее ряд Фурье в этой точке 
сходится к {(то). 


Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1 в 
п. 3.1, для АЕ (0;6) получаем неравенство 








в 
== 1 
ПЕа,(/уо) — Ле) < 5 12914 
те _ — я 
|| < 2” Ив ИЬ | 
Отсюда и из условия Дини следует, что ” 
ша |Т»(У; то} — (50) =0. - | дя 


Теорема 1 доказана. 

Для разрывной функции, имеющей односторонние пределы в 
некоторой точке, естественно рассматривать так называемые од- 
носторонние условия Дини. Именно, будем говорить, что функ- 
ция } в точке хо удовлетворяет условию Дини справа (слева), если 
она определена в правой (соотв., левой) окрестности точки то, в 
точке то имеет предел ](то +0) (соотв., {(то — 0)) и существует 
6 > 0 такое, что разностное отношение 


/(то + &) - /(т0 +0) (еб и -о 
Ё - & 


абсолютно интегрируемо на интервале (0;4). | а 


* 
Теорема 2. Если функция } (т) Е ГЁ(-п;п) в точке хо Е ® 
удовлетворяет односторонним условиям Дини, то ее ряд Фу- 
рье в этой точке стодится к Му(то). 


Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, для 
любого № Е (0;6) получаем неравенство 


в 
Лии |Т»(/;20) — Му(то)! < =>. [ЛЕ 
+ 
° где | " 
. [+ (2)| < 2” 





Пао но 
| 








(, 


Отсюда и из односторонних условий Дини следует, = 


„ПыеТ»(/;20) — Му(то)| = 0. 
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(+=) 


Теорема 2 доказана. 


—2 
т 
Пример. Функция {(т) = (№) для д Е [-п;л], т #0, и 
{(0) = 0, в точке х = 0 непрерывна и удовлетворяет условию Дини. 
Следовательно, ее ряд Фурье в точке 5 = 0 сходится к {(0) = 0. 
Легко видеть, что эта функция в точке г = 0 не удовлетворяет 
условию Липшица ни при одном а > 0. 


4.3. Признак Дирихле. Будем говорить, что функция ] (т), опре- 
деленная в некоторой окрестности точки го, в этой точке удовле- 
творяет условию Дирихле, если существует д > 0 такое, что на 
интервалах (50 —6;50) и (20; 50 +6) она монотонна и ограничена. 

Очевидно, функция /(т), удовлетворяющая условию Дирихле 
а т в этой точке имеет конечные односторонние пределы 
Е то О 


Теорема. Если функция (т) Е р ®(-п;п) в точке то Е 
Е Е удовлетворяет условию Диритле, то ее ряд Фурье в этой 
точке стодится к Му(то). 

Доказательство. Как известно, 


[Т„ (1; 50) — М;(то)| < Ех] Е (&) зщ А,ё а | + 


+ х о +6) - (о +0), (6) & 
0 


для любого ЙЕ (0;т). 

Согласно условию Дирихле, существует д > 0 такое, что функ- 
ции {(то-Е&) на интервале (0;4) монотонны и ограничены. По вто- 
рой теореме о среднем для любого ЛЕ (0;6) существует 9 Е [0; 1] 
такое, что 

в 


. (во + 6) — Ка + 00, (94 = 
0 


в 
= (во +в) - Дю +0) | р, (2) 4 
9 
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Как известно (см. п. 2.2), ядро Дирихле обладает следующим 
свойством: существует постоянная С’ > 0 такая, что 


в 
рые а <2Сп 


‚ для любых а, Е (0;л) и любого п Е М Следовательно, для 
любого № Е (0;6) и любого п Е М справедливо неравенство 


ГТ»(1; 20) — М;(то)| < 


<СУЛИеь м) - До +55). [ ЕКО зт лье, 
5 + ь 


из которого следует, что 


„Ша Г» (1; 20) — Му(то)| < СУ | (о В) — У(о 0) 
= 


для любого й Е (0;6). А так как в последнем неравенстве правая 
часть стремится к нулю при А -+ +0, то 


Аша [Т» (1; 20) а М/дуо)| = 0. 
Теорема доказана. 


Следствие 1. Если функция } (т) ограничена и кусочно-мо- 
нотонна на интервале (—п;п), то в любой точке х Е (-п;т) 
ее ряд Фурье стодится к 


мка - 5+0+16е-0, 
1(-п+0) + /(п-0) 


а в точках —т ит он сходится к ‚ В част- 


ности, в точках т Е (—п;п), где } непрерывна, ряд Фурье сто- 


дится к (т). 


Следствие 2. Если непрерывная 2п-периодическая функция 
] кусочно-монотонна на отрезке [-п;п], то в любой точке 
ЕК ее ряд Фурье стодится к [ (т). 


Следующие примеры показывают, что функция может удовле- 
творять условию Дини, но не удовлетворять условию Дирихле, и 
наоборот. . 
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Пример 1. Функция /(5), г Е [-п; п], определяемая равенствами 
1(0) =0и 


(т) = (= т) й для #0, 


|2 
в точке х = 0 удовлетворяет условию Дирихле: она непрерывна, моно-. 


тонно убывает на интервале (—л;0) и монотонно возрастает на интервале 


(0; т). Однако в этой точке она не удовлетворяет условию Дини. Дей- 
ствительно, 


Ге -, Г 4 
/ т ыы [ т (27/5) ее 


0 


Пример 2. Функция {(5), тЕ [-п; п), определяемая равенствами 


1(0) =би 
(т) = ся > для 70, 
в точке х = 0 удовлетворяет условию Липшица: 
|1 (=) — 1(0)| < |], 


а следовательно, удовлетворяет и условию Дини. Однако в этой точке 
она не удовлетворяет условию Дирихле. 


85. Признаки равномерной 
сходимости тригонометрических рядов Фурье 


5.1. Признаки равномерной сходимости для дифференцируе- 
мых функций, Из следствия 1, доказанного в п. 3.3, сразу получаем 
следующий признак равномерной сходимости ряда Фурье. 


Теорема 1. Пусть функция {(т) на отрезке [-п;т| непре- 
рывна и такая, что }(—т) = Кт). Тогда, если она на ин- 
тервале (—п;п) имеет кусочно-непрерывную и абсолютно ин- 
тегрируемую производную 2-го порядка, то ее ряд Фурье сто- 
дится к ней равномерно на [-п;т|. Более того, существует 
постоянная С такая, что 


|/(ё) - т. < 2 Узе-ит, тем 


Доказательство. Продолжим данную функцию на К пери- 
одически с периодом 2л. Продолженная функция непрерывна на К 
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и, кроме того, в каждой точке удовлетворяет условию Липшица 
порядка 1, поэтому ее ряд Фурье в любой точке х Е [-л; п] сходится 
к /(т). Следовательно, 


со 
(т) - Т,(1; =) = у` ак со Кх -- Вуз Кх, 
т. 


Ша) - т з < У7 [|+ | Узе [пут], (1) 


К=п-+1 


где ак, 6% — коэффициенты Фурье функции /. 
В п. 3.3 доказано (см. следствие 1), что существует постоянная 
С такая, что 


С 
[ак] + |6*| < 78 УКЕ №. 


Следовательно, 


ие) -тилзу ко > изб в=5 
к=п+1 


для любого 5 Е [-п;л]. Теорема 1 доказана. 
Аналогично доказывается следующее обобщение теоремы 1. 
Теорема 2. Пусть 2тп-периодическая функция }(т) на ® 
имеет непрерывную производную г-го порядка. Тогда, если про- 
изводная {(") (т) на интервале (—п; п) имеет кусочно-непрерыв- 
ную и абсолютно интегрируемую производную 2-го порядка, то 
существует постоянная С’ такая, что 


С 
|1 (=) — Т»({;=)| < м УЕ [-т;я]. 
Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, по- 


лучаем неравенство (1). В п. 3.3 доказано (см. следствие 2), что 
при условиях теоремы существует постоянная С' такая, что 


С 
[ак| + [| < ре УК Е №. 
Следовательно, 
1 
|1 (2) — Т»(1;=2)| < С у 7+2 < 
К=т-+1 
+ со 


х «С С 
> о 


для любого 1 Е [-л;л]. Теорема 2 доказана. 





$5. Признаки равномерной сходимости рядов Фурье 267. 


Для разрывной функции докажем один простой признак равно: 
мерной сходимости ряда Фурье на любом отрезке, не содержащем 
ее точек разрыва. 

Теорема 3. Если 2л-периодическая функция {1 (т) на интер- 
вале (-п;п) имеет кусочно-непрерывную и абсолютно инте- 
грируемую производную 9-го порядка, то ее ряд Фурье сходится 
к ней равномерно на любом отрезке, не содержащем ее точек 
разрыва. | 

Доказательство. В любой точке непрерывности функция ] 
удовлетворяет условию Липшица порядка 1, и поэтому ее ряд Фу- 
рье сходится к значению } в этой точке. | 

Пусть, для простоты, функция } может иметь разрывы лишь 
в точках х = л + 2 ит = 50 -- 26, где то © (—л; т). И пусть, 
например, [а; 8] С (то; п). Докажем, что на [а;5] ряд Фурье данной 
функции сходится равномерно. А именно, докажем, что ряд 


оо со 
о ат с08 пт - изших = у` (спе + све”), ° (2) 
п=1 п=1 


где ап, и, сп, сп — коэффициенты Фурье функции }, сходится 
равномерно на [а;6]. 
В п. 3.3 доказано, что 


1 = 1 =% 1 
(Л) = эти ше Е тие ит + 26 (Г), 
где [{ го и [1 — скачки функции ] в точках го и л. Там же было 
доказано, что 


и 
Следовательно, по признаку Вейерштрасса ряд 
п 
1 р ие 
о. к (с (Гея = с_®(Ё)е "= 
т 
п=1 
сходится равномерно на К. 
Рассмотрим ряд с []]хо: 


ос со. 
у 1 еице-во) .:. 1 е-т(е- ао) =2 у. 511 п(х — то) ы 
= ти и ет п 


По признаку Дирихле этот ряд сходится равномерно на любом от- 


лу =о (т) при и- 0. 





. т 
резке, на котором зш я 0. Это условие выполнено на вы- 


бранном отрезке [а; 5]. 

Аналогичное утверждение верно и для ряда с []л. 

Таким образом, ряд (2) сходится равномерно на отрезке [а;6]. 
Теорема 3 доказана. 
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5.2. Признак Липшпица. Говорят, что функция {(т), хе (А; В), 
на интервале (А;В) удовлетворяет условию Литицица порядка 
а > 0, если существует постоянная С'’такая, что 


(2+9 - (=) < СЕ 
для любого 5 Е (А; В) и любого & такого, что 5 + Е (А; В). 


Теорема. Если функция |(т) Е 7 "(—п;п) на интервале 
(А; В) удовлетворяет условию И порядка а > 0, то ее 
ряд Фурье на любом отрезке [а;6] С (А; В) сходится равно- 
мерно к { (т). 

Доказательство. При доказательстве признака Липшица в 
п. 4.1 получено равенство 


та) - = а. ] Ре, т нЕ, 


где -. 
т 8 


Пусть 6 = ши{а - А; В —6}. Тогда, как и в’ п. 4.1, получаем, 
что функция Р(т;&) удовлетворяет неравенству 


|Е(2;8)| < СЕ" 


для любого 5 Е [а;6] и любого & Е (-9;6). Следовательно, для 
любого т Е [а;6] и любого АЕ (0;46) справедливо неравенство 


Т»(Х; =) — Л(т)] < св"+ - 


в . 
1 . 1 : 
+5- [ Роз) зш += ] Р(т; т мЁ4|. (1). 
т А 
Покажем, что для любого В Е (0;56) 


зир Г Ебз® вам а >00 — (2) 


в 


Так как функция ше на интервале (0;л) непрерывна, нео- 
трицательна и монотонно возрастает, то, согласно второй теореме 
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о среднем, для любого < Е [а;6] и любого № Е (0; п) существует 
9дЕ [№;л] такое, что 


п. 


0 
[ > ] (2+8 — Да) а ЧЕ. 
Е Шо ‚ 


Легко видеть, что для любого Е [а;6] 


9 
 позш неа = зир |/(5)| > 0 
А 


№ тЕ[а;6] 


при п -> со. Далее, 


9 9 
[ + Оз < [ Деве = 
А . В 


9-х в 
ы [ НдеРя у < вар ] Пе?" ау], 
Вия о, В л 


где супремум берется по всем с, В Е [@-п;6 + т]. По теореме Ри- 
мана о равномерной осцилляции этот супремум стремится к нулю 
при п —} со. Утверждение (2) доказано. Аналогично доказывается, 


что 
в 


зир бб) мье4 0 (3) 
тЕ[а}6] к. 


при п -} со. 
Из (1), (2), (3) следует, что 


Ел зар |Т»(Л;2) - Ла < С. в" 


для любого АЕ (0;6). Теорема доказана. 

Из теоремы о среднем Лагранжа сразу следует, что если функ- 
ция на некотором интервале имеет ограниченную производную, то 
на этом интервале она удовлетворяет условию Липшица порядка 
а = 1. Поэтому получаем следующее утверждение. 


Следствие. Если функция ЕГП(-п;п) наинтерваме (А; В) 
имеет ограниченную производную, то ее ряд Фурье сходится к 
1(2) равномерно на любом отрезке [а;6] С (А; В). 
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Пример 1. Функция /(т), равная зп т на интервале (—1;1) и пе- 
риодически продолженная с периодом Т = 2, на любом интервале вида 
(р;р + 1), где р — целое, имеет ограниченную производную. Следо- 
вательно, ее ряд Фурье на любом отрезке [а;5] С (р;р + 1) сходится 
равномерно к {(т). 


Заметим, что на отрезке [р;р + 1] этот ряд сходится к разрывной 
функции, и поэтому на [р;р+ 1 он сходится неравномерно. 


Пример 2. Функция /(х), равная |т| на отрезке [-л;л] и пери- 
одически с периодом Т = 2л продолженная на К, удовлетворяет на ® 
условию Липшица порядка а = 1. Следовательно, ее ряд Фурье сходится 
к #(х) равномерно на любом конечном отрезке [а; 6]. Отсюда и из пери- 
одичности ] следует, что этот ряд сходится к {(т) равномерно на ®. 

5.3. Признак Дини. Пусть функция }(т) определена на некото- 
ром интервале, содержащем отрезок [а;6], и в каждой точке этого 
отрезка непрерывна. Тогда, если существует д > 0 такое, что для 
любого г Е [а;6] интеграл 


6 


$(6; т) -/ 


—б 


& 





Ле+ 8) - Л(т) 
6 





сходится, то говорят, что функция { удовлетворяет условию Дини 
на отрезке [а;6]. Если, кроме того, 


зир 4(1;т) $0 при 1-0, (1). 
2Е[а;$] 


то будем говорить, что функция ] на отрезке [а;6] удовлетворяет 
равномерному условию Дини. | 


* 
Теорема. Если функция {(т) Е ГП(-п;п) на отрезке [а;6] | 
удовлетворяет равномерному условию Дини, то ее ряд Фурье 
стодится к (т) равномерно на [а; 0]. | 


Доказательство. Как и при доказательстве признака Лип- 
шица в п. 5.2, для любого РЕ (0;4) получаем неравенство 


№ зар |Т»({; т) — 1(2)| < зар (В; т). 
[а;5] хЕ[а;5] 


п—оо тЕ 
Тогда отсюда и из условия (1) следует, что 


Ша зар |Т»(Х;=) - 1(2)| = 0. 
[о 


по Е[а; 


Теорема доказана. 
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5.4. Признак Дирихле. Напомним, что функция /(т), те А, 
называется кусочно-монотонной на промежутке А, если промежу- 
ток А можно разбить на конечное число промежутков, на каждом 
из которых функция } монотонна. 


+ 


Лемма. Любая непрерывная кусочно-монотонная на неко- 
тором промежутке функция на этом промежутке предста- 
вима в виде разности двух непрерывных монотонно возраста- 
ющих функций. 

Доказать в качестве упражнения. 

+ 

Теорема. Если функция {(т) ЕГ, ®(-п;п) непрерывна и 
кусочно-монотонна на интервале (А; В), то ее ряд Фурье сто- 
дитсля к (т) равномерно на любом отрезке [а; 6] С (А; В). 

Доказательство. Пусть 6 = ши{а — А; В -6}. Тогда, как 
известно, для любого х Е [4;6] и любого № Е (0;5) справедливо 
неравенство 


Ти(1;=) — (2) < 
п : в 
1 


| 1 
ен х ебал + [ле +о-леурьо& 
@) 


Первые два слагаемых мы уже оценивали. Оценим последнее сла- 
гаемое. Для этого функцию } на интервале (А; В) представим в 
виде разности двух к ерывных монотонно возрастающих функ- 
ций: }(т) = ф(т) — (т). Тогда для любого № Е (0;56) и любого 
тЕ [а;5] НЕ . Е [0; 1] такое, что 


‚[ежо- (в), (©) а = (фе +в) - но [мо 


Как известно (см. п. 2.3), существует постоянная С' > 0 такая, 
что 


в 
] 0, (2) &| <20т 


для любых а,В Е (0;л) и любого п Е №. Если теперь через 
изр(№) обозначим модуль непрерывности функции ф на отрезке 


* 
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[@—0/2; 6+ 6/2], то для любого 5 Е (а;6) и любого АЕ (0;6/2) 
получим неравенство 


А 


[ (ре — «ур (944 < 2Отиь (в). (2) 
0 
Аналогично, 
в а , 
Г Че — 4(2)) 0, (©) 4 | < 2Стидип). (3) 
| | 


Из (1), (2), (3) следует, что 
Лао зир |Т»({; 2) - 1(2)| < 2Сор(Ь) + 2Сижр(1) 
по хЕ[а;6] 


для любого А Е (0;0/2). А так как функции ф и ф равномерно не- 
прерывны на отрезке [а —д/2; 6+ 6/2], то (№) — 0 из (в) 0 
при В -—> +0 и поэтому 

Вт = „Тыл - (т) = 0. 


пох 


бра 


Теорема доказана. 
5.5. Почленное дифференцирование и интегрирование рядов 
ж 
Фурье. Рассмотрим функцию /(2) Е Г1(-—п;п) и ее ряд Фурье: | 


+9 р | 
5) г У сие". (1) 


Сначала сформулируем и докажем теорему о почленном диффе- 
ренцировании ряда Фурье. 


Теорема 1. Если функция [(т) на отрезке [-п;п| непре- 
рывна и такая, что }(—п) = (т), а на интервале (-п;т) 
умеет, кусочно-непрерывную и абсолютно интегрируемую про- 
изводную }'(т), то ряд Фурье для } (т) получается из ряда Фу- 
рье для }(т) почленным дифференцированием, т.е. 


+0 . 
(г) = У чисье"". | (2) 


Действительно, со({”) = 0, а с»(]") = зись(Т) (см. п. 3.3). 
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Заметим, что в этой теореме ничего не утверждается ни о схо- 
димости ряда (1), ни тем более о сходимости ряда (2). Несколько 
иной характер имеет теорема о почленном интегрировании ряда 
Фурье. ы 


Теорема 2. Если 2т-периодическая функция }(т) на интер- 


вале (—п;п) кусочно-непрерывна и ограничена, то для любых т 
и Фо 


2 | ры 

1 , 

к [к® 4 = = со(х — 50) + > Си тк , (3) 
и о ь 20 о-в: 


т.е. почленно проинтегрированный ряд Фурье функции } сто- 
дится, ц его сумма равна интегралу от }. Более того, этот 
ряд сходится равномерно на Ю. 


Доказательство. Очевидно, функция 
т 

- [4®-с) 4 
то 


на В удовлетворяет условию Липшица порядка 1. Кроме того, она 
периодическая с периодом 2л. Действительно, 


т+2п 


Ее +2т)= | (Ю-с)& = мо са) 4 = Е(=) 


20 


для любого х Е Ю. Следовательно, ее ряд Фурье сходится к Е(т) 
равномерно на К. 


Легко видеть, что Уи 20 с›„(Р) = (Е) = с5с(р) Таким 
образом, 
> 1. р 
= 2 ит 
Р(т) = Су + 2: УтЕВ, (4) 
и0 


где Со — нулевой коэффициент Фурье функции Р(т). Отсюда при 
т = то имеем 


оо 1 г 

0= + У сие. = (5) 
о зи . 
Ио 


19 Зак. 193 
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Теперь из (4) и (5) получаем равенство 


т +0 1. +0 1 
[© — 0) =- У ‘сует + У‘, ей", 
то 2-20 и „2 зи 


из которого и следует равенство (3). Теорема 2 доказана. 
Заметим, что в теореме 2 ничего не говорится о сходимости 

ряда (1), а про почленно проинтегрированный ряд утверждается, 

‚что он сходится равномерно на К к проинтегрированной функции. 


$6. Приближение непрерывных функций многочленами 


6.1. Суммирование последовательностей и рядов методом еред- 
них арифметических. Легко доказать, что если числовая после- 
довательность {ап} сходится, то последовательность из средних 
арифметических 


а1 + ... + @п 
= ПЕМ 
п 
тоже сходится, причем На В, = Пи ав. 
по по 


Однако обратное утверждение является неверным. Например, 
последовательность ав = 1- (-1)", пЕ №, расходится, но по- 
следовательность {5;} из средних арифметических сходится. Дей- 
ствительно, если п четное, то В, = 1, аесли п нечетное, то В, = 


1 
=1+-, и поэтому По в, =1. 
п п->оо 


Определение 1. Последовательность {ап}, у которой после- 
довательность {5} из средних арифметических сходится, называ- 
ется суммируемой методом средних арифметических. Причем, 
если последовательность {5;} сходится к а, то говорят, что после- 


довательность {ап} методом средних арифметических сумми- 
руется к а. -. 


Определение 2. Ряд называется суммируемым методом 
средних арифметических (или методом Чезаро), если последо- 
вательность его частичных сумм суммируется методом средних 
арифметических. 


м 
Пример. Ряд )` (-1)* расходится, но методом средних арифме- 


&=0 
тических суммируется, так как последовательность его частичных 
сумм 1,0,1,0,...,1,0,... методом средних арифметических суммиру- 


ется к 1/2. 

В следующем пункте будет доказано, что тригонометрический 
ряд Фурье любой непрерывной периодической функции суммиру- 
ется к этой функции методом средних арифметических. 


ик а 
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6.2. Теорема Фейера. Пусть Т„(/;2) — п-я сумма Фурье функ- 


ции / (2) Е .(-—п;т). Тогда, как известно, 
тира) = 2 | ле+орьоа, 
Вы Пион 
р. =1+2 ем, = а) 
если п > 1, и Оо(&) = 1. г 


Рассмотрим средние арифметические сумм Фурье 


) — То(1; =) + ТЦ; =) +. + Ти}; =) 
5, (1; т) =” п + 1 * 
Выразив их через ядро Дирихле, для 5,({;т) получим формулу 


»рза) = д | е+0%. 0%, 


где Ф„(ё) — среднее арифметическое ядер Дирихле: 
р О ЕВА виа 


Функция Ф„(&) называется ядром Фейера порядка п. 
Из формул (1) и (2) следует, что ядро Фейера Ф„(т) при лю- 
бом п является четной 2л-периодической функцией и 


1 | | 
=. ] $. =1 Уп. (3) 


Напомним, что 


$, (Е) = Е У ‘эт (: + ;) Е 
(п+1) шо к=0 
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Преобразуем последнюю т. 


у. эт (: + 5) ё= Ее КЕ — соз( + 1)) = 
к=0 











2 т : к=0 
1 2 
= = (1 — соз(п + 1)5) = — (2+1) : 
23 о а о 
Следовательно, 
Ё 2 
1 эт(п + 15 с | 
Фи () = о ие АЕВ (4) 
11 — 


Здесь правая часть не определена в точках & = 2Кл. Доопределим 
ее в этих точках по непрерывности, положив Ф.(2Кл) =п-+ 1. 


Теорема. Если 2л-периодическая функция } (т) непрерывна 
на В, то 5,({; 1) > [(т) при п -> со равномерно на В. 
Доказательство. Из свойства (3) ядра Фейера следует, что 


5.15) - в) =; | (е+9-лев& 


-я 
Далее, в силу неотрицательности ядра Фейера, 


16.(15з) — а <; | Ме+9-Лаю,04. © 


Через ||/||с обозначим максимум модуля функции {, а через (6) — 
ее модуль непрерывности. Тогда для любого бе (0; п) из (5) по- 
лучаем неравенство: 


15 (1:2) - : <] 94.2 + 


6 


+9 /| $4 -ы и + ра [4-е = 
5 


— 


т 6 о 
= Ис | вые) ] $, (5) & 
6 —5 
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Так как ядро Фейера неотрицательно и удовлетворяет усло- 
вию (3), то 











Е 
811 2 
поэтому 
т, 1 т 4 2 Е" 
< ——- = >| = 
[5-4 < чт] 26 2+1 82|, 
б 6 ЗМ о 
ве = . - 
п+1 2 ("+ (п+1б 
Таким образом, 
; 8 с а 
15235) Е [(т)! < пб® + 1) + и: (6) 


для любого д Е (0;т). Положим д = Тогда 


1 
Уп+Г 


а 1 
(ад — а < Але + (Е) 
. уп Уп +1 
для любого п Е №. Теорема доказана. 

Эта теорема называется теоремой Фейера. Из нее, в частно- 
сти, следует, что ряд Фурье любой непрерывной 2л-периодической 
функции } в любой точке х Е В методом средних арифметиче- 
ских суммируется к /(т). Это утверждение представляет особый 
интерес в связи с тем, что известны примеры непрерывных 297- 
периодических функций, ряды Фурье которых расходятся в любой 
рациональной точке. 


6.3. Теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывных функ- 
ций тригонометрическими и алгебраическими многочленами, 
Чтобы сформулировать первое утверждение, введем одно новое по- 
нятие, 
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Определение. Функция 


п 
(а) = > + У ‘ок со Кт + ВьзшКх, 
К=1 
где 0, ак, Вь — некоторые действительные числа, называется 
тригонометрическим многочленом порядка п. 

Теорема 1. Если функция ](т) непрерывна на отрезке 
[-п;п] м (-т) = (п), то для любого Е > 0 существует три- 
гонометрический многочлен т(т) такой, что 

[1 (2) — т(т)| <= УтЕ[-т;т]. 

Доказательство. Продолжив функцию {(т) на В перио- 
дически с периодом 2л, получим функцию, для которой справед- 
лива теорема Фейера. Для доказательства осталось заметить, что 
суммы Фурье функции } и их средние арифметические являются 
тригонометрическими многочленами. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Если функция } (т) непрерывна на отрезке [а; (], 
то для любого Е > 0 существует алгебраический многочлен 
Р(т) такой, что 

|1 (2) —Р(т)| <= Уте (а; 5. (1) 

Доказательство. Если а = 5, то утверждение теоремы оче- 
видно, так как в этом случае Р(т) = }(а). В общем случае, т.е. 
когда а < 6, рассмотрим четную функцию ф(#), которая на отрезке 
[0; п] определена равенством 


1 
$(8 =: («+ в) ; 
где [1 = 6—а. Она удовлетворяет всем условиям теоремы 1. ее 
(: 


для любого Е > 0 существует тригонометрический многочлен т 
такой, что - 


Е 
№ — т < 5 УЕ [[т;”]. (2) 
Тригонометрический многочлен т(#) является аналитической 


со 
функцией на №, т.е. разлагается в степенной ряд У ак, кото- 
К=0 
рый сходится к т(#) равномерно на любом конечном промежутке. 
Следовательно, существует п такое, что 


. ь 
| | _ ри < 5 УЕ [-п;л]. (3) 
Из (2) и (3) следует, что для любого = > 0 существует много- 


член @(1) = > ак" такой, что [42(#) - 90| <= УЁЕЕ [-п;л]. 
=0 
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1 
По построению, если Ё Е [0;л], то (1) = Х(гт), где х =а+ =. Е 


Е [а;6]. Следовательно, многочлен Р(х) = 9 (т —4)) удовле- 


творяет неравенству (1). Теорема 2 доказана. 

Доказанные теоремы будем называть теоремами Вейерштрас- 
са о приближении непрерывных функций многочленами. Эти те- 
оремы часто формулируют следующим образом. 


Теорема 1". Если функция ](2) непрерывна на отрезке 
[-т;т] ц }(-л) = (т), то существует последовательность 
тригонометрических многочленов, которая стодится к {(т) 
равномерно на отрезке [-п;*]. 


Теорема 27. Для любой непрерывной на отрезке [а;6] функ- 
ции (т) существует последовательность алгебраических мно- 
гочленов, которая сходится к }(т) равномерно на [а;(]. 

В частности, любая непрерывная на отрезке функция разла- 
гается на этом отрезке в равномерно сходящийся ряд, членами 
которого являются алгебраические многочлены. 

6.4. Полные и неполные системы в пространстве непрерыв- 
ных функций. Множество всех функций, определенных и непре- 
рывных на отрезке Д, обозначается С(Д) и называется простран- 
ством непрерывных на А функций. Для любой функции {(т) Е 
Е С(А) число 


ИУ с(л) = тах |1 (т) 


называется нормой (или С-нормой) функции }. Иногда вместо 
У |с‹л) будем писать ||/[с- | 
Определение. Система функций {фь}, определенных на от- 
резке Д, называется полной в пространстве С(Д)}, если для лю- 
бой функции / Е С(А) и любого Е > 0 существует линейная ком- 
п 


бинация У) сьфь(х) функций этой системы, для которой справед- 
К=1 
ливо неравенство ы 


п 
{- у, СЬЕФЕ <Е. 
с(д) 
Используя это понятие, теоремы Вейерштрасса, доказанные в 
предыдущем пункте, можно сформулировать следующим образом. 
Теорема 1. Е система 
1, созх, и ...) С083 ПХ Ш ПХ ,. 


полна в пространстве С [-т;п] непрерывных 2п- а 
функция. 
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Теорема 2. Система функций 1, т, ..., 1", ... полна в 
пространстве С(А) для любого отрезка А. 

Рассмотрим несколько примеров. 


Пример 1. Система функций 1, с0зт, ..., с0зпт, ... полна в 
пространстве С[0; м). 


Действительно, любую функцию из С[ 0; п] можно продолжить чет- 
ным образом на отрезок [-п; 0], а затем периодически с периодом т — 
на всю действительную ось. Ряд Фурье полученной функции содержит 
только функции данной системы. Отсюда и из теоремы Фейера следует, 
что данная система полна в пространстве С[0; я]. 


Пример 2. Система функций зтх, $125, ..., зшпх, ... не явля- 
* 
ется полной в С [-п;л]. 


Через 5(5) обозначим произвольную линейную комбинацию функ- 
ций данной системы. Тогда для любой функции [(1) Е 


ЕС [-т;т] имеем 
|1(2) — $ (в) [ес = ПИ (-=) — 5(-=)с = (=) + 5(=)с... 
Следовательно, Я 
1/42) + Ас < . 
< М (2) - $5(=)|с + 15 (=) + Л(-=)|с = 211 (2) — 5(2)|с. 
Для функции {(7) = с03(5) отсюда следует, что 


21| соз5 — 5(2)|с > |2 сова с =2, > 


т.е. ||совт- 5(т)||с > 1 для любой линейной комбинации 5(2) функций 
данной системы. о 


Пример 3. Система функций 1, созх, с0325, ..., созпх, ... не 
* й 
является полной в С[-п;л]. 


Через С(5) обозначим произвольную линейную комбинацию данной 
* 
системы. Тогда для любой функции / (2) Е С[-п; п] имеем 


(=) — Л(-=)|с < 
< 14 (=) - С(®)|е + С (=) - К-з)|с = 2 (=) — С(зс. 


Положим /[(5) = зшх. Тогда 


2 зп — С(®)|с 22| 1т|с =2; |9тх-С(®)с 21. 
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6.5. О полных системах в пространстве абсолютно интегриру- 
емых функций. Множество всех функций из ГИ нвляется линей- 
ным пространством с естественными операциями сложения двух 
функций и умножения функции на число. Поэтому оно называ- 
ется пространством абсолютно интегрируемыт функций. Для 
любой функции { (т) Е ГА число 


Пако = а 
А 


называется нормой (или Гл-нормой ) функции }. 
Определение. Система функций {фхь}, определенных на про- 

межутке Д, называется полной в пространстве Г/®, если для лю- 

бой функции БЕ ГА и любого Е > 0 существует линейная комби- 


п 
нация Ух скфк(х) функций этой системы, для которой справедливо 
К=1 
неравенство 


„1 № 
{- У СЕФк <Е. 
К=1 


[1 (А) 


Построение полных в г систем функций основано на следую- 
щей лемме. | 


Лемма. Если функция ] абсолютно интегрируема на от- 
резке А = [а;5], то для любого Е > 0 существует непрерывная 
функция (т), Е АД, такая, что 


|5 — фа (А) < Е (1) 

и, кроме того, ф(а) = ф(5) = 0. 
Доказательство. Выберем некоторое = > 0. Из теоре- 
мы 0б аппроксимации, доказанной в $3 следует, что существует 


ступенчатая функция (т), с Е А, та- 
кая, что в в 


Е 
У — Ук) < 5. (2) 
Пусть функция \ имеет № ступе- 
нек, т.е. существуют точки 
а = 10 < 11 < 10 <... < 1 =В 
которые отрезок [а;5] разбивают на М 
промежутков, на каждом из которых Рис. 14.1 
функция р постоянна. Каждую такую 
ступеньку заменим трапецией так, как показано на рис. 14.1. Эти 
трапеции образуют непрерывную функцию $(5), Е А. 
18 Зак. 193 


9 — м 
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Очевидно, 
6 
д — ФИ) ЗМ кА) 5- 
Выбрав д достаточно малым, получим 
Е 
14 — 9ка) < 5. (3) 


По построению, ф(а) = $(5) = 0, а из (2) и (3) следует (1). 
Лемма доказана. 


Теорема 1. Тригонометрическая система полна в прост- 
ранстве ГА(А), где А = [-п;л]. 


Доказательство. Пусть } Е ГА(А). Из доказанной леммы 
следует, что для любого = > 0 существует непрерывная функция 
ф(х), тЕ А, такая, что ф(-п) = ф(п) =0и | 


|7 - ФИька) <=. 


А из теоремы Вейерштрасса следует, что существует тригономе- 
трический многочлен т(т) такой, что 


|(5) — т(т)| <= УзЕАД. 


Поэтому для этого многочлена т(5) имеем 


Я тс) < ФА) + ф-т (А) ЗЕ+Е: 2. 


Теорема 1 доказана. 

Аналогично доказывается и следующая теорема. 

Теорема 2. Для любого отрезка-.А = [а; ] система функ- 
ций 1 т,..., 1",... полна в пространстве в 

В общем случае имеет место следующее утверждение: 

Если некоторая система функций на отрезке А полна в 
С(А), то она полна и в ГАД). 

Докажите это в качестве упражнения. 


$7. Ряды Фурье интегрируемых с квадратом функций 


7.1. Пространство функций с интегрируемым квадратом. Через 
ГА(А) будем обозначать множество всех функций, определенных 
на некотором промежутке А (конечном или бесконечном), для ка- 
ждой из которых существует хотя бы одно допустимое исчерпание 
промежутка Д, и интеграл от квадрата ее модуля на А сходится. 
Будем предполагать, что рассматриваемые функции могут прини- 
мать как действительные, так и комплексные значения. ; 

87 
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Из очевидного неравенства 
2|У(2)| - 9(2)| < |1 (=)? + |9 (=) (1) 


следует, что если функции | и д принадлежат [Я(Д), то их про- 
изведение абсолютно интегрируемо на А. А из неравенства 


[7 () + 9(=)? <2(17(=)Р + |9(=)1), 


которое получается из (1), следует, что если функции / и д принад- 
лежат ГЯ(А), то их сумма и, следовательно, любая их линейная 
комбинация тоже принадлежат Г®(Д). Это означает, что множе- 
ство функций из ГЯ(А) с обычными операциями сложения двух 
функций и умножения функции на число является линейным (век- 


торным) пространством над полем В действительных чисел или, 
соответственно, над полем С комплексных чисел. В любом случае 


в [А(А) можно ввести скалярное произведение. В линейном про- 


странстве ГЯ(А) над полем действительных чисел оно вводится 
по формуле 


: 


(9) = ] 1(2)9(2) ат, 2) 
А - т 
а над полем комплексных чисел С — по формуле 


(1,9 = | ебу. в 
А 


Из формулы (2) следует, что м 


(1,9) = (9,1), (оЪ9)=а(1 93), 
(Л +, 9) = (1,9) + (Ф,9), (Р20 . 


для любых функций }, 9, ф из ГЯ(А) и любого действительного чи- 
сла с, т.е. произведение (2) обладает всеми свойствами обычного 
скалярного произведения, кроме одного. А именно, из условия 
(1,1) = 0 не следует, что функция } на А тождественно равна 
нулю. Поэтому, по определению, считают функции /{ и 9 из ГА(А) 
равными в [А(Д), если (/{-9,/-9) =0. 


Определение 1. Линейное пространство ГЯ(Д) над полем 
Е, в котором по формуле (2) введено скалярное произведение, бу- 
дем называть евклидовым пространством интегрируемых с ква- 
дратом функций. Его тоже будем обозначать СИ(Д). 
18* 
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Легко видеть, что произведение (3) обладает всеми свойствами 
произведения (2), кроме первого. Вместо него имеем 


(1,9) = (в, Л, 
(а/,9) = а({,9), (1,09) =а(1,9) ы 


для любого комплексного числа <. 

Определение 2. Линейное пространство ГА(А) над полем С 
в котором по формуле (3) введено скалярное произведение, будем 
называть комплексным евклидовым (унитарным или эрмито- 
вым) пространством интегрируемых с квадратом функций и 
обозначать, как и прежде, [А(А). 

Как обычно, две функции из ГА(Д) называются ортогональ’ 
ными, если их скалярное произведение равно нулю. Система функ- 


ций из ГЯ(А) называется ортогональной, если любые две функ- 
ции этой системы ортогональны. Наконец, ортогональная система 
{фк} называется ортонормированной на промежутке Д, если 


Пек ь(л) =1 УК. 

Для любой функции ] Е ГА(А) неотрицательное число \/(Х, {) 
называется Г2-нормой (или просто нормой) и обозначается 
Ил)» ИИг» или просто ||} ||. Таким образом, по определению, 


1/2 
НУ (лу = [лота 


Лемма 1. Дия любых функций ] цд из ГЯ(А) справедливо 


неравенство 
(Л, 9)| < |. 19. (3) 
Доказательство. Для любого а Е С имеем: 


0< (/+а9, 1 +9) = (1,1) +а({, 9) +а(9, 1) + аа, 9). 


и поэтому 


’ 


. (1,9) 
Положив здесь а = —-—^ ^^, гдее > 0, получим неравенство 
(9,9) +: д . 
(1,9) т, 11,9 
0< (ХЛ) - 2—ищ+— 
Е о 


из которого следует, что 


КЛЭР < Мая +=) 


для любого Е > 0. Отсюда в пределе при Е -+ +0 следует неравен- 


ство 
КЛ < я, 
которое равносильно неравенству (3). Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Для любых функций ] и д из ГН(А) справедливо 
неравенство треугольника } 


НА +91 < У + 191. (4) 


ь 1 


Действительно, 


+912 = (1+9,/+9) = + (5,9) + (9) +19 = 
= ЛР + 2Ве (Л, 9) + 9? < +2, 9) + 9? < 
< +2: 19+ |9? = (УИ + ПЭ», 


что и доказывает неравенство (4). 


Неравенство (3) впервые получено В.Я. Буняковским. Иногда 
это неравенство называют неравенством Шварца, хотя в его ра- 
ботах оно появилось значительно позже. Неравенство Буняков- 
ского является интегральным аналогом неравенства Коши для ко- 
нечных сумм, поэтому его естественно называть неравенством 
Коши-Буняковского. 


Определение 3. Говорят, что последовательность функций 
[» (1) Е ГАА), п Е М, в ГЖА) (или по Гл-норме) сходится к 
функции 1 (2) Е ГА), если 


Иша У Лька) = 0. 
В этом случае пишут: [м -+ 1 в [2(А), или, как обычно, 
Шиа (2) = 1 (5), 
пс 
если из контекста ясно, в каком смысле понимается сходимость. 


Аналогично определяется сходимость по Гл-норме и по С-норме. 

Функциональный ряд называется сходящимся по некоторой 
норме, если последовательность его частичных сумм по этой норме 
сходится. 


7.2. Неравенство Бесселя и свойство минимальности коэффи- 
циентов Фурье. Рассмотрим систему функций 


ф1(т), 42(т), ...› Фп(7), ..) о (1) 


каждая из которых определена на промежутке Д, принадлежит 
пространству ГА(А) и, кроме того, такая, что |фи|| 0 Уп, где 
|2"! — норма в СА(А) функции фи. .. 
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Предположим, что система (1) ортогональна на промежутке Д, 
и рассмотрим разность : 


1 (=) — У Вырь (=), 
К=1 


где /(т) е ГА (А), а Ви,... , В, — некоторые числа. 
Имеем 


п 2 п п 
| —УВьфь| = (. У Вы, 1 -Уовни) = 
&=1 Е=1 К=1 


= (Л.Л) -У Вы, в») - У Вкфь 1) + У ВьВь(фь, Фь). 
К=1 К=1 К=1 








А так как (У, фк) = ак [фк], где ак — К-й коэффициент Фурье 
функции } по ортогональной системе (1), то получаем: 


п 2 п | 
1-У `В» = + У (ВьВь — Вьоь — Вьак) |фь|?. (2) 
Е=1 


























Е=1 
Теорема. Если а1,42,...,@п,... — коэффициенты Фурье 
функции } Е ГА(А) по ортогональной системе (1), то 
4 п 2 п 7 
1-Утакеь| = - Увы |фы? Уп, = (3) 
К=1 к=1 
Упоьры < |2, = | (4). 
К=1 ° > 
р ь у п 
пиа | - У `бьфь|| = | - У`акфь|. (5) 
Вт...» Е=1 = 


























Доказательство. Равенство (3) следует из (2) при Вь = ах. 
Далее, из (3) следует, что 


п 
Уефь|? < ЛР УпЕм. 
К=1 


Отсюда в пределе при я - со получаем неравенство (4). 
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Для доказательства свойства (5) заметим, что из (2) следует, 
что 
и 














п 2 в п 
1-У`Выфк| = ЛР - У Дек |фыЙ + У ‘ак — ВЕР фь. 
К=1 Е=1 Е=1 
Поэтому, учитывая равенство (3), получаем } 
п 2 п 2 “ 
1-У`Вьфь| 2 1-Увкфь 
К=1 К=1 


























Теорема доказана. я. 
Неравенство (4) называется неравенством Бесселя, а свойс- 
тво (5) — свойством минимальности коэффициентов Фурье. 


7.3. Полные системы в пространстве интегрируемых © квадра- 
том функций. Как обычно, система функций {фк} называется пои- 


ной в пространстве ГЯ(А) ‚ если для любой функции ] Е ГИ(А) 
п 
и любого Е > 0 существует линейная комбинация УУ скфк(т) функ- 
К=1 


ций этой системы, для которой 
п 
1- У сьфь 
Е=1 


Построение полных в [(А) систем функций основано на сле- 
дующей лемме. 


<=. | 
[2(А) Хх 














Лемма. Если функция | интегрируема с квадратом на от- 
резке А = [а,6], то для любого в > 0 существует непрерывная 
функция ф(т), тЕ А, такая, что 


Л - ФА) <= (1) 
и, кроме того, ф(а) = ф(5) = 0. 


Доказательство. Согласно определению функций из ГИ(А), 
для любого 77 > 0 существует измеримое множество 9п С А, на ко- 


тором функция / Е ГЯ(А) интегрируема по Риману и для которого 
справедливо неравенство 


Голеував — | бедраг <т: 
А {1 9" 


3} 
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Через 4;(2) обозначим ограниченную функцию, равную {(х) на 
9т и нулю вне 91. Тогда, очевидно, 


] Або) — бейае = | Ува < © 
А А\9т 


Согласно лемме из п.6.5, для любого 6 > 0 существует непре- 
рывная функция ф(т), т Е АД, такая, что ф(а) = ф(5) =0и 


ные) — ада < 6 (3) 
Оы 


Через М; обозначим зир |4, (х)|. Из доказательства леммы в 
п. 6.5, следует, что | 


вир #(2)] < М. 
тЕА 


Теперь из (2) и (3) получаем 
НЯ — Фес) < М — ФА) + № — Фа) < 
1/2 
<ул+ | [миа - в | <уУл+ УМ. 
д ы , 
Для любого = > 0 сначала выберем 17 так, чтобы \/й < &/2. За- 
тем для этого 7 выберем д так, чтобы \/2М16 < Е/2. В результате 
функция ф будет удовлетворять неравенству (1). Лемма доказана. 
Теорема 1. Тригонометрическая система полна в прост- 
ранстве ГХ(А) ‚ где А = [-п;т]. - 


Доказательство. Пусть / Е ГА(Д). Из доказанной леммы 
следует, что для любого Е > 0 существует непрерывная функция 
ф(т), Е АД, такая, что ф(—л) = ф(т) =0и 


У — Фа) <=. 


А из теоремы Вейерштрасса следует, что существует тригоно- 
метрический многочлен т(т) такой, что 


[Ф(т) — т(т)| <= УхЕАД. 
Поэтому для этого многочлена т(5) имеем 
НУ — та) < ФИА) + Ф — Та) < Е+ЕУ2т. | 


Теорема 1 доказана. 
Аналогично доказывается и следующая теорема. 





^ 
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Теорема 2. Для любого отрезка А = [а; ] система функ- 
ций 1 х,..., 2", ... пояна в пространстве ГА(А). . 

В общем случае имеет место следующее утверждение: 

Если некоторая система функций на отрезке А полна в 
С(А), то она полна и в ГА). 

Докажите это в качестве упражнения. 

7.4. Ряды Фурье интегрируемых с квадратом функций. Как мы 
уже знаем, для любой функции / Е ГА(Д), где А — некоторый 
промежуток, можно построить ряд Фурье по любой ортогональной 
на А системе функций | 

: 41, 42, ‹.., Фп, +. 5, . (1) 
у которой ||4п |1.(д) 7 0 Уп. 
Теорема 1. Ряд Фурье функции } Е ГА(А) по ортогональ- 


ной системе (1) стодится по Гэ-норме (в среднем) тогда ц 
только тогда, когда выполняется равенство 


со 
Уре рь = 1, (2) 
К=1 о 
где а; — К-й коэффициент Фурье функции } по системе (1). 
Доказательство. В п. 7.2 было получено равенство | 


п 2 п 
1-У‘акфь| = ПЛ - У ак Уп, (3) 
К=1 Е=1 
из которого и следует наше утверждение, 
Равенство (2) называется равенством Парсеваля. В случае, 
когда система (1} ортонормирована на А, оно принимает наиболее 


простой вид 
со И : 
Ув = ЛР. ‘7 
— у а 


Теорема 2. Если ортогональная система функций (1) пол- 


на в ГА(А), то ряд Фурье любой функции } из ГИ(А) сходится 
к ней по Г2-норме. 


Доказательство. Так как система (1) полна в ГА(А), то 














‚ = 

для любого Е > 0 существует линейная комбинация У^ скфь функ- 
К=1 

ций (1) такая, что 


<Е. (4) 


№ 
у — У скфь 
к=1 
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Отсюда и из свойств минимальности коэффициентов Фурье сле- 
дует, что неравенство (4) заведомо выполняется, если сх = ак, где 
ак — К-й коэффициент Фурье функции /] по системе (1). Наконец, 
из (3) и (4) при ск = ак получаем: 


, — У`акфь 
К=1 


А это и означает, что ряд Фурье функции } сходится к } по 
Г2-норме. Теорема 2 доказана. 


<=Е У\п>М.. 











Следствие 1. Тригонометрический ряд ие любой т 
ции ГЕ ГА(А), где А = [-п;п], стодится к ней по Г2-норме, 
т.е. 


(т) =-— 5 + а с0з пх +69, зшпх в 1[2(А), 


п=1 


и, кроме того, справедливо равенство Парсеваля: 
а 
(®). м+ ое 2+5) п= |. 
Для рядов Фурье в комплексной форме имеем: 


(=) = У сие" в [2(—п;п), 
17 = и [сы [?. 


и 


На 2. Ряд Фурье любой функции | Е оВ(Д), где 
= [-1;1], по системе полиномов. Лежандра стодится к ней 
— То-норме. 


Теорема 3. Если непрерывная 2п-периодическая функция 
](=) на интервале (—-п;п) имеет кусочно-непрерывную произ- 
водную (т) Е Г®(А)[-п;т|, то ее ряд Фурье по тригономе- 
о системе сходится к ней равномерно (по С-норме) 
на К. 


Доказательство. Пусть 


1(т) а У ве" 





м № № №. №. 
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Как известно, в рассматриваемом случае 

1, 
с =-с, Уи 20. 
и 
По теореме о сходимости риа Фурье в точке, ряд Фурье данной 


функции } сходится к ](т) на (—п;т), кроме, может быть, конеч- 
ного числа точек. Поэтому 


п . со 2 
(г) - > сие <> < 


и=-—п К=п-+1 
со 1 1/2’ сю 1/2 2 

«(5 2) (Ум) < 
тн К=п-+1 Уп 


НН СНВ 
для любого т Е [[-л; п], кроме, может быть, конечного числа точек. 
А так как в этом неравенстве все функции непрерывны на Е, то 
имеем: 


п 
. 2 
(т) - у. с,е"?| < уро" УтЕЕ, 
и=-—п 


где оп -? 0 при п -+ сю. Теорема 3 доказана. 


Глава 15 а 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


$1. Собственные интегралы, зависящие от параметра 


1.1. Понятие интеграла, зависящего от параметра. Пусть А — 
некоторое множество элементов © произвольной природы. Тогда, 
если задано правило, по которому каждому < Е А ставится в соот- 
ветствие некоторая функция фо(т), т Е Со, то говорят, что задано 
семейство функций фа, «Е А, зависящих от параметра <. 

В общем случае функции фо(т) могут иметь совершенно произ- 
вольную природу. В этой главе будем рассматривать лишь случай, 
когда фо(х) — это числовые функции точки т Е Со С Е". Более 
того, будем считать, что каждая функция фо в каком-то смысле 
интегрируема на множестве Со. Тогда функция о ь 


Ла) = [выд = (1) 


Са 


параметра с Е А называется интегралом, зависящим от пара- 
метра а. Причем, если при каждом а Е А интеграл (1) является 
собственным, то /(а) называют собственным интегралом, за- 
висящим от параметра с. Если же при всех или при некоторых 
а Е А интеграл (1) является несобственным, то (а) называют 
несобственным ‘интегралом, зависящим от параметра а. Это 
разделение является условным, и, как будет видно из дальнейшего, 
`’ оно связано лишь с методами исследования таких интегралов. 


Природа множества А значений параметра © может быть самой _ 


разнообразной, однако важнейшим является случай, когда А — 
это некоторое множество действительных или комплексных чи- 
сел или точек п-мерного пространства. Основное внимание мы 
уделим интегралам, зависящим от параметра, в которых множе- 
ства А и С являются промежутками числовой прямой Ю. Более 
того, сначала будем считать, что промежуток С’ не зависит от 
параметра с. В этом случае семейство функций фо(т), т Е А, за- 
висящих от параметра сх Е А, можно рассматривать как функцию 
двух переменных {(т, ©) = фо(т), заданную на множестве А х А. 


2 
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Таким образом, начнем с рассмотрения интегралов вида 


ь 
Лед = | е,адаг, аеЕА. 


В заключение отметим, что интегралы, зависящие от параме- 
тра, возникают во многих задачах физики и математики, и по- 
этому изучение их является интересным и полезным. 


1.2. Теоремы о предельном переходе, интегрировании и диффе- 
ренцировании под знаком интеграла. В этом пункте рассмотрим 
интегралы вида | 


ь 
$) = й у) ат, (1) 


когда пределы интегрирования а и 6 конечные, параметр у меня- 
ется на отрезке [с; 4], а функция {(т,у) определена и непрерывна 
на замкнутом прямоугольнике Д = [а;6] х [с; 4. 

Теорема 1. Если функция {(т, у) непрерывна на прямоуголь- 
нике А = [а;6] х [с 4], то функция (1) непрерывна на отрезке 
[с; | 

Доказательство. Для любых у и 10 из [с; 4] справедливо 
неравенство 


(у) — $(0)| < (6-2) зар |/(,9) - Дени) 


65 


Из непрерывности функции {(т,у) на компакте А следует ее 
равномерная непрерывность, поэтому 


зир |/(т,у) — /(1,%)]| 30 при уз. 


тЕ[а;5 


Теорема 1 доказана. 
Эту теорему можно сформулировать как теорему о предель- 
ном перетоде под знаком интеграла. 


Теорема 1". Если /(т,у) непрерывна на А, то 
ъ ь 
| ‚у)аз= |. 1 ‚у) 4х У ; 4]. 
пр [1 у ат а Ра у) 4х Уше [с;4] 
в ” а 


Из теоремы о сведении кратного интеграла к повторному сле- 
дует теорема об интегрировании под знаком интеграла. 
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Теорема 2. Если функция }(т, у) непрерывна на прямоуголь- 
нике А = [а; х [с; 4], то 


а ь ь а 
Дау [ леуае = а | деды, 


Как следствие этой теоремы получим теорему о дифференци- 
ровании под знаком интеграла. 


Теорема 3. Если функция }(т,у) и ее производная }, (т, у) 
непрерывны на А, то функцил (1) непрерывно дифференцируема 
на [с;4 и 


ь : ь 
| вы ат = [зу 4х. (2) 


Доказательство. Применяя теорему 2 к функции /1(т,{), _ 
(х, 6) Е [ах [с;у|, получаем: | 


| а | Дед = | р | (ел) = $) - $ (0). Е 
ь 


По теореме 1 функция ] 1и(т,у) ат непрерывна на отрезке [с; 4. 
а : 
Следовательно, функция Ф(у) непрерывно дифференцируема на 
[с; 4], и справедлива формула (2). Теорема 3 доказана. 
Пример. Применив формулу (2), вычислим интеграл 
п/2 


Е(у) = ] ш (у? - 122) 4, у>1. (3) 
о 


Здесь в окрестности любой точки у > 1 выполнены все условия тео- 
ремы 3, поэтому " 


Заменой & = 45 т полученный интеграл легко вычисляется: 


Е\(у) = 
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Следовательно, 
Р(у) = п (у+ У -1)+С, (4) 


где С’ — некоторая постоянная. 

Чтобы найти постоянную С, воспользуемся асимптотиками функции 
Е(у) при у -? +0, которые получаются из формул (3) и (4). 

Из формулы (3) получаем: 


п/2 


т Е = тву+ [в (1-7 =) ат. 


0 





А так как 





2 
\ (1-е) < № (1-я) +0 
у у? 


при у -+ +50, то Р(у) = пШу- о(1} при у -+ +0. С другой стороны, 
из формулы (4) следует, что 


Е(у) =пшу+тШ (1+/1-2) +С=тшу+л2+С+0(1) 


при у - +00. Поэтому т ш2 + С =0 и, следовательно, 


Е(у) =пш (+ Ут-1) -тш2=тш, (у+у-\. 











1.3. Некоторые обобщения. В этом пункте рассмотрим инте- 
гралы вида 


э- | а, у)а(т) а, (1) 


когда С — измеримая область точек х = (т1,...,Тп) пространства 
Е", параметр у меняется на отрезке [с; 4], функция } (т, у) опреде- 
лена и непрерывна на замыкании множества С/Х [с; 4], а функция 
9(х) абсолютно интегрируема на С. 

Отметим, что в общем случае интеграл (1) является несоб- 
ственным. Он сходится при любом у Е [с;4], так как функция 


1(т,у) непрерывна на компакте С х [с; 4], а функция 9(т) абсо- 
лютно интегрируема на (С. 
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Теорема 1. Если функция }(т,у) непрерывна на компакте 
Сх [с; 4], а функция 9(т) абсолютно интегрируема на С, то 
функция (1) непрерывна на отрезке [с; 4. | 


Доказательство. Для любых у и 10 из [с; 4] справедливо 
неравенство 


12) — (и) < зир| ый — Лени [ 92а, 
тЕС с 


из которого, как и в теореме 1 из п. 1.2, следует, что Ши Ф(у) = 
У—?у0 


= Ф(у). Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Если функция /(т,у) на компакте С х [с; 4] не- 
прерывна и имеет непрерывную производную }, (т, у), а функция 
9(х) абсолютно интегрируема на С, то функция (1) непрерывно 
дифференцируема на — и 


о- | ели 2). 


Доказательство. сть уЕ [$4 иу+В Е [с;4.. Тогда 
существует 9Е (0;1) такое, что 


Иху+В -/ (2,9) = Л(т,у+ 01) - В, 
и поэтому если ДФ = $(у+ 1) - Ф(у), то 


5 = [кич бо) ае. 
а 


Следовательно, 

ДФ 

5; - [ лее < 
с 


< зар МИву +91) - (т с 6 ах. 
ве 1) 


Здесь правая часть стремится к нулю при А - 0, так как функция 
{и(т,у) равномерно . на компакте С х [с; 4]. Поэтому 


вт = [ел 


Теорема 2 доказана. 
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_ Теорема 3. Если функция {(т,у) непрерывна на компакте 
Сх [с; 4], а функция 9(т) абсолютно интегрируема на С, то. 
а 


[эвдви= | | Де,у)о() ау | аз. (3) 


с с 


Доказательство. Функция 


и 


(и) = ] ] (‚49 (а) Че | 4 
с а 


является интегралом с переменным верхним пределом от непре- 
рывной функции (это следует из теоремы 1). Следовательно, 


(и) = } (и) (а) а. | (4) 
а 


Согласно теореме 2, функция 


д = [ | Гелла (е) ау | а 


, С 
непрерывно дифференцируема и 
34) = | Леше =. (5) 
С 


Из (4) и (5) следует, что ф’(и) = (и). А так как $<(с) 
= (с) = 0, то ф(и) = 4(и) УцеЕ [с4. Отсюда при и = 
получается равенство (3). Теорема 3 доказана. 


а 


1.4. Интегралы с пределами интегрирования, зависящими от па- 
раметра. В этом пункте рассмотрим один класс интегралов, у ко- 
торых область интегрирования зависит от параметра. А именно, 
рассмотрим интегралы вида 


. 4 (у) 
Ру) - ] 1 (а, у) а, (1) 
| ф(и) й 


у которых функции ф(у) и 4(у) определены на отрезке [с; 4], а 
функция { (т, у) определена на множестве С! точек (т, 1), у которых 
уЕ [с; 4], а 5 принадлежит отрезку с концами ф(у) и ф(у). (Здесь 
возможен как случай ф(у) < ф(у), так и случай ф(у) > ф(у).) 
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Теорема 1. Если функции (у) и 4(у) непрерывны на от- 
резке [с; 4], а функция {(т,у) непрерывна на множестве С, то 
функция (1) непрерывна на отрезке [с; 4. | 

Доказательство. В интеграле (1) сделаем замену 


т = ф(у) + &((у) — $(у)). 


В результате получим 
1 
в = ви -ви) [ге = © 
0 


где /* (6, у) = Л(ф(у) + (Ф(у) — +(у)), у).. 

Очевидно, функция /*(&, у) определена и непрерывна на за- 
мкнутом прямоугольнике [0;1] х [с; а], и поэтому непрерывность 
функции Р(у) следует из теоремы 1 пункта 1.2. Теорема 1 дока- 
зана. 

Если предположить, что функция {(т,у) определена и непре- 
рывна на прямоугольнике А = [а; ]х [с; 4], содержащем множе- 
ство С’, то можно доказать более общее утверждение. | 

Теорема 2. Если функции ф(у) (у) непрерывны на от- 
резке [с;4, функция {(т,у) непрерывна на прямоугольнике А, 
а функция 9(т) абсолютно интегрируема на отрезке [а;6], то 
функция 

(у) 


= | еле 
ф(у) 


непрерывна на отрезке [с; 4]. 


Доказательство. При сделанных предположениях легко ви- 
деть, что функция 


т 
Фо, т) = ] (2,9) 5 
ё 


непрерывна на множестве [с; 4] х А. (Докажите это утверждение 
в качестве упражнения.) А так как Ф(у) = Фо(у, 6(у),4(у)), то 
функция Ф(у) непрерывна как композиция непрерывных функций. 
Теорема 2 доказана. | 

Теорема 3. Если функция {(т,у) на прямоугольнике А не- 
прерывна и имеет непрерывную производную Т, (т, у), а функции 


(у) ч Ф(у) непрерывно дифференцируемы на отрезке [с; 4], то 





$2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра 299 


функция (1) непрерывно дифференцируема на [с; 4] и справедлива 
формула 


4 (у) | 
Ру) = ] (2,9) 42 + КНУ) — Печ. в) 


(у) 
Она называется формулой Лейбница. 
Доказательство. При сделанных предположениях функция 


п 
В (у, &, т) = [лы ат 
Е 


имеет непрерывные производные первого порядка по всем пере- 
менным. А так как 


Е(у) = В(у,ф(у),4(у)), (4) 


то функция Р(у) непрерывно дифференцируема как композиция 
непрерывно дифференцируемых функций, а формула (3) получа- 
ется по правилу дифференцирования сложной функции (4). Тео- 
рема 3 доказана. 

В конце заметим, что формула Лейбница остается справедли- 
вой и для функций }(т,у), которые определены только на множе- 
стве С. Например, если дополнительно предположить, что функ- 
ция ](т,у) непрерывно дифференцируема на С, то формула (3) 
получается просто дифференцированием функции (2). (Конечно, 
после некоторых преобразований.} Соответствующие выкладки 
предлагается провести читателю в качестве легкого упражнения. 
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2.1. Признаки равномерной сходимости несобственных инте- 
гралов. Пусть функция {(т,у), определенная на множестве 
[а;6) х У, при каждом значении у Е У интегрируема по т на 
промежутке [а;6) в собственном или несобственном смысле, и, сле- 
довательно, определена функция 


ь | : р 
= [еда уЕУ. (1) 


Для определенности будем считать, что интеграл (1) при каждом 
уЕУ может иметь единственную особенность, связанную с верх- 
ним пределом интегрирования, т.е. будем предполагать, что при 
каждом у Е У функция {(т;у) по х интегрируема по Риману на 
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любом отрезке [а;7] С [а;5). Следовательно, в интеграле (1) или 
Ь = +00, или (в случае конечного 5) функция / (т, у) при некоторых 
УЕУ как функция от т является неограниченной в окрестности 
точки 1 = 6. В этом случае будем говорить, что при каждом уЕУ 
для функции }(т,у) только точка 5 может быть особой. - 


Определение. Пусть для функции {(х,у), определенной на 
множестве [а; 5) хУ, при каждом у Е У только точка $ может быть 
особой. Тогда интеграл (1), зависящий от параметра у, называ- 
ется равномерно стодящимся на множестве У, если он сходится 
при любом уЕ У и, кроме того, 


Ь 
зир ] Нолдаз > 0. 
УЕУ я 


при 1 -> 6. оо 


Пример 1. Рассмотрим интеграл ] 1 (т, у) ах от функции 
.0 | 


т, у) = (2- тудтуе` "1. 


Легко видеть, что функция Р(т,у) = т2уе-?\ такая, что Е’(т,у} = 
= (т, у), и поэтому 


+0 
] (ту) ах =0 Уу>0. 
о 


Согласно определению, для исследования данного интеграла на рав- 
номерную сходимость по у нужно рассмотреть интеграл по г от & > 0 до 
+0оо. Очевидно, 

+со 


] Деда = Вуе-®, 
ё 


Функция ‹е(у) = Е уе-& на интервале (0; +оо) наибольшее значе- 
ние принимает в точке у = 1/Е. Следовательно, 


+ оо 
зир ] Келда = &е`\ + +00 
у>0 / 


при & $ +00, и поэтому данный интеграл сходится неравномерно по у 
на интервале (0; +оо). 
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На любом интервале (д; +00), д > 0, данный интеграл сходится рав- 


номерно по у. Действительно, если & > =, то 


5 
+0 
зир ] (т, у) аз| = 2 6е-&, 
у>б : 


а это выражение стремится к нулю при & + +0. 
Теорема 1. Если существует функция Е(т) такая, что 
|1 (5,у)| < Е(т) У(т,у) Е [а;6) ХУ, 


и интеграл от Е(х} на [а;5) стодится, то интеграл (1) сто- 
дится на У равномерно и абсолютно. 


Действительно, при любом у Е У интеграл (1) сходится и, 
кроме того, | 


ь ъ 


вр [Ана < | Ре) 4 0 
‘т я 
при 7 -— 6. 


Это утверждение называется признаком Вейерштрасса рав- 
номерной сходимости интеграла. 


+0 


Пример 2. Интеграл Лапласа /(а) =/ созах 


1+2 


0 
Вейерштрасса сходится равномерно и абсолютно на В, так как 





4х по признаку 














с0$ ат 1 
——  УсЕК 
1+22 | “1+22 
нтеграл от функции Р(т) = 1 сходится 
и интегр ункции = тра СКолится. 


Теорема 2. Для того, чтобы интеграл (1) стодился рав- 
номерно на множестве У, необтодимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие 


} . 
УЕ> 0 Эл; Е (435) : ЕЛЕ (пе; 5) [ Нелдаз <ЕМУЕИ (2) 
ё 
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Доказательство. Пусть интеграл (1) сходится равномерно 
на У. Тогда он сходится на У и выполняется условие 


\МЕ> 0 ЗЭзжЕ (а;5): \УТЕ (1:;6) зар ] Нада ==. 
УЕУ й 2 


Следовательно, если & Е (7:;6) ипЕ (1; 6), то 


7 ь 5 
УЕ  Келдфь < | Келда +  Кыда <. 
ё [3 п 


Необходимость условия (2) для равномерной сходимости интеграла 
(1) на множестве У доказана. Докажем достаточность. 

Из условия (2) следует, что интеграл (1) сходится на У. Тогда 
из (2) в пределе при 77 $ $ получаем 


Ь 
УЕЕ (1:6) ЧуеУ [| Нелда <=. 
Е 


"Теорема 2 доказана. 
Эта теорема называется критерием Коши, а условие (2) - — 
условием Коши равномерной стодимости интеграла (1). 


Теорема 3. Пусть функции 1 (т, у) и 9(т, у) при любом фик- 
сированном уЕ У интегрируемы по т-на любом отрезке [а; 1], 
п>а. Тогда, если функция 


Фу) = ] Ду 


ограничена на множестве [а; +с0) х У, а функция 9(х, у) пох 
монотона при каждом у Е У и такая, что 9(т, у) > 0 при 
х -› +00 равномерно поуЕУ, то интеграл 


фс0 


] (т, у)9(а, у) 4 ” (3) 


а 


стодится равномерно на множестве У. 
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Доказательство. Прежде всего отметим, что по признаку. 
Дирихле интеграл (3) сходится при любом у Е У. Как и при до- 
казательстве этого признака (см. п.4.4 гл.7), если |Ф(т, у)| <С, 
то, используя вторую теорему о среднем, для любых & и п, боль- 
ших а, и любого у Е У получаем неравенство 


7 ы 
} (г, уда, у) аа] < 20 (9(т, 1+ 9, У), | 
Е . + 


из которого следует, что интеграл (3) удовлетворяет условию Коши 
равномерной сходимости, и поэтому он сходится равномерно на 
множестве У.. Теорема 3 доказана. 

Она называется признаком Дирихле равномерной сходимости 
несобственного интеграла. 


Пример 3. Исследуем на равномерную сходимость интеграл Ди- 
ритле: 
+0 


Ка) = ] ее 41, «ЕВ. (4) 
0 





Прежде всего отметим, что этот интеграл сходится при любом а Е 
Е В. Действительно, для а = 0 это очевидно, а для а 5 0 выполнены все 
условия признака Дирихле сходимости интеграла. Тогда, если а = 0, то 

















+ со 4 1 + со 
зш ат с0$ ах |+с° 0$ ат 
Уп> 0 ] ее | -=/ а 
т ат 1 а т 
7} 1 
и, следовательно, 
и. м. > 9 
т ат 
о - 
т [оп |4 п |а-1 } 


п 


Поэтому интеграл (4) сходится равномерно по а на любом промежутке 
вида (—с0; —6] или [6; оо), где д > 0. 

В окрестности точки с = 0 интеграл (4) сходится неравномерно. А. 
именно, на любом интервале (0;6) он не сходится равномерно. Действи- 


тельно, 
т. а 
зп ах эт 
] ар = ] С а 
т 1 
& а 
для любых & пиа>0._ 
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Для каждого & > 0 выберем а > Оил > & так, чтобы зшё > 0 
УЕ [аЁ; от]. Например, а и 17 найдем из условий 


т.е. положим а = а = г. 1 = 38. Тогда для любого & > а ое Е (0;6) 
и 

3 3т/6 

& п/6 


А это означает, что на интервале (0; 6) для интеграла (4) не выполняется 
условие Коши равномерной сходимости по а. 


Пример 4. Исследуем на равномерную сходимость интеграл Ла- 
пласа 


+9 


тяп ат 
Да = ] ба, ав | (5) 
0 


Он сходится при любом а Е Е: для а = 0 это очевидно, а для а #0 
выполнены все условия признака Дирихле сходимости интеграла. Тогда, 
если а 7 0, то, как и в примере 3, получаем неравенство 


+20 


тзшахт 2- 1 

—— 4 < —. р 
] 1+ 22 "| “| 1+72 
Я 





Из него следует, что интеграл (5) сходится равномерно по © на любом 
промежутке вида (—с0; —6] или [0; +со), где д > 0. 


На любом интервале (0;6) интеграл (5) не сходится равномерно: 
Действительно, 


и . от + . + 
тт ах эш 
—__ = | 

. 1+2 ] + 
& о 


для любых &, пиа > 0. Для каждого & > 0 выберем а > 0ип> & так, 
чтобы на отрезке [аё; ат] функция зтё принимала только положитель- 
ные значения. Например, @ и 1 найдем из условий аё = 1, ат = 2, т.е. 
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= п = 2Е. Тогда для любого & > : а Е (0;6) и 


положим а = аё = 


2 


2 2 
тт ет $9118 1311$ 
—— @= | > | >00. 
] 1+2 ан 7] 62+2 2) 

1 1 


А это означает, что на интервале (0;0) для интеграла (5) не выполняется 
условие Коши равномерной сходимости по а. 


Замечание. Многие задачи ПОдятоя к исследованию интегралов 
вида 


Ф(у) - [дебош УЕУ, .. (6) 


где при каждом у Е У для функции ][(т,у) только точка х = 6 может 
быть особой, а функция 9(т) абсолютно интегрируема на любом отрезке 
[@; 1] с [@;5). 

Как и выше, интеграл (6), зависящий от параметра у, назы- 
вается равномерно сходящимся на множестве У’, если он сходится 
при любом уЕУ и, кроме — 


|. р ры 9(7) ат = 0. 


Легко видеть, что для интегралов вида (6) справедливы как 
признак Вейерштрасса, так и критерий Коши равномерной сходи- 
мости. 


2.2. Свойства несобственных интегралов, зависящих от пара- 
метра. Для общности будем рассматривать интегралы вида 


= лье 0 


определенные в конце предыдущего пункта. 

Теорема 1. Пусть функция }(т,у) непрерывна на множе- 
стве [а; 6) х [с;4], а функция 9(т) абсолютно интегрируема на 
любом отрезке [а; т] С [а;6). Тогда, если интеграл (1) стодится 
равномерно по у) на отрезке [с; 4], то функция Ф(у} непрерывна 
на [с; 4] ч, кроме того, 


а ь а 
Г ебдау = [ а } Льуе. © 


21 Зак. 193 


306 Гл.15. Интегралы, зависящие от параметра 


Доказательство. Так как интеграл (1) сходится равномерно 
по у на отрезке [с; , то 


ь 
УЕ>О Эт. : Кода) <Е Ууе [с; 4. 
= 
Поэтому для любых у и 10 из [с; 4] имеем: й 


(и) — $) < ] Ге, )9(2) а - ] олудае) аа +95. (8) 


Из теоремы о непрерывности собственных интегралов 
(см. п.1.2) следует, что первое слагаемое в правой части неравен- 
ства (3) стремится к нулю при у -+ уо. Следовательно, 


УЕ>О 35>0: УуЕОи) пе |$() - $) < 36. * 


Непрерывность функции Ф(у) доказана. Докажем, что 
я 


7 а и а 
о [42 /| Маре) = | вода, @ 


Согласно теореме об интегрировании под знаком интеграла для 
собственных интегралов, в выражении, стоящем под знаком пре- 
те в равенстве (4), можно поменять порядок интегрирования. 

м 


/ «] 1 (в, у)9 (2) у — . ] Па а)а|= © . : 


ь 
= Гы )3(т) а 2 < (4-9 } педоу 0 


при 7 -+ 0. к 1 доказана. 

Следующий пример показывает, что условие равномерной схо- 
димости интеграла (1) существенно для справедливости равен- 
ства (2). 

Пример 1. Ви. 2.1 (см. пример 1) было показано, что интеграл 
49 

1(т, у) ат от функции {(т,у) = (2 - тудтуе = сходится неравно- 


о 
мерно относительно у на отрезке [0; 1]. 
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Для этой функции имеем: 


1 
= хе ®, 
о 


оо 1 
) Деьууае =0 Уу>0, | Да) ау = врем 
о 0 





Следовательно, 


+0 


Ты деда, Те [ дьйч= 1. 
о о 0 


0 


Заметим, что теорема 1 объединяет два утверждения: теорему 
о непрерывности несобственного интеграла, зависящего от пара- 
метра, и теорему об интегрировании под знаком интеграла. Дока- 
жем еще теорему о дифференцировании под знаком интеграла. 


Теорема 2. Пусть функция (ту) на множестве 
[а;6) х [с;4] непрерывна и имеет непрерывную производную 
Лу(х, у), а функция 9(т) абсолютно интегрируема на любом от- 
резке [а;1] С [а;6). Тогда, если на [с;4] интеграл (1) сходится, 

ь 
а интеграл ] (т, 9)9(=) 4х сходится равномерно, то функция 


а 
Ф(у) непрерывно дифференцируема на [с; 4] и 
2. ` 9 ВН 


ь 
9% = | Хедедаь. (5) 


Не 
в 


Доказательство. По формуле 2 для любого у Е [с; 4] имеем: 


у Ь 
[а [| пода = в) — 900) 


Здесь интеграл, стоящий слева, имеет непрерывную производ- 
ь 


ную по у, равную ] (=, у)9(5) 4х. Следовательно, функция Ф(у) 


имеет непрерывную производную, и а ИЕ формула (5). Те- 
орема 2 доказана. 
21* 
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2.3. Вычисление некоторых интегралов. 
+ со 
1. Интеграл Дирихле: Га) = ] 
0 
Этот интеграл сходится при любом а Е Е, причем [(0) =Оби 
Г(-а) = -ГКа). Кроме того, сделав замену ах = &, видим, что 
Го) = [1) для любого а > 0. Таким образом, достаточно вычи- 
слить интеграл (1) при а =1. Для этого рассмотрим интеграл 
+09 


в) = ] ито - 4, 620. 
0 
По признаку Дирихле этот интеграл сходится равномерно по Д на 
промежутке [0; +со). На интервале (0; +00) этот интеграл можно 
дифференцировать под знаком интеграла, так как интеграл от 
производной сходится равномерно 1 по В на любом отрезке ет с 
С (0; со). Следовательно, 


тат 





4х, а ЕЮ. 





+09 : 
Л(В)=- ) зшх.е- 22 ат. 


0 
Интегрированием по частям находим: 


(в) = я УВ > 0. 


На промежутке [0; +0) функция /1(8) непрерывна, поэтому 


(В) - (0) = —агсёв В УВ>0. (1) 
Из эгого равенства следует, что предел функции /(0) при В —+ +0 
существует, а из неравенства 
+00 `. 1 . 
(В) < 8+ [евав=в+ 9е`® 
6 | 
при б > 0 следует, что ра | (В)| <6 Уд > 0. Поэтому .(8) 0 
с 


при В -+ +00. Отсюда и из равенства (1) получаем .(0) = з 


Таким образом, Г1() = - при а > 0, и поэтому 


_ 
2 
со 
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+с° 


2. Интеграл Лапласа: Е(о) = [ 2 
0 


Этот интеграл сходится равномерно по @ на В, причем 


Р(0) =, Е(-а) = (о). 





ах, аЕЮ. 


На интервале (0; +со) этот интеграл можно дифференцировать 
под знаком интеграла, так Как интеграл от производной сходится 
равномерно по © на любом отрезке [а;6] С (0; +со). Следовательно, 


+ со 


—хзшах 
Е'(а) = ] те 
0 


Преобразуем этот интеграл с помощью интеграла Дирихле при 
а > 0: 


+00 — ] +00 | 
. —_ —т та ы зтахт 
Е'(а) + от ] (= ии + :) 11 05 4х ] = +=) ат (2) 


и снова продифференцируем по <. В результате для Е(<) получим 
дифференциальное уравнение Е"(<) = Р(а). Его общее решение 
имеет вид Р(а) = Се“ + Сое®, где С1 и С2 — некоторые посто- 
янные. А так как Р(0) = п/2, то 


> 


в ы С + С? и 
Далее, из (2) в пределе при с -+ +0 находим: 
—С! + С2 = Е'(+0) = -5. 


п — 
Следовательно, если а > 0, то Р(а) = ое “, и поэтому 


+00 


с0з ах л _ 
Даа = те “| УсЕВ. 
0 





2.4. О перестановие двух несобетвенных интегралов. Прежде 
чем формулировать теорему о перестановке двух несобственных 
интегралов, докажем одно вспомогательное утверждение о а 
ном переходе под знаком интеграла. 
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Лемма. Пусть функция Г(т,у) непрерывна на множестве 
[«; 6) х [с; 4), а функция 9(т) абсолютно интегрируема на любом 
отрезке [а; &] С [а;5). Тогда, если интеграл 


ь 
$) = ] 2.) 2) а (1) 


сходится равномерно по у на любом отрезке [с;1] С [с;4) и 
сходится повторный интеграл 


а ь 
[ у _ уе, (2) 


то функция Ф(у) абсолютно интегрируема на [с; 4), для любого 
ЁЕ (а;5) функция 


Ё 
= ] 1 (2, )9(=) 4 (3) 


тоже абсолютно интегрируемоа, на [с; 4), и, самое главное, спра- 
ведливо равенство : 


4 а 
фи [кубу = | 0). (4) 


с - 


Доказательство. Так как функция }(т,у) непрерывна на 
множестве [а;5) С [с; 4), а интегралы (1), (3) сходятся равномерно 
на любом отрезке [с;7] С [с; 4), то функции Ф(у) и Фё(у} непре-. 
рывны на промежутке [с; 4). Из неравенства 


Ь ``. 
6 < ] (еде 4 


и сходимости повторного интеграла (2) следует, что для любого 
ЁЕ (а;5) функция Ф;(у) абсолютно интегрируема на [с; 4). Анало- 
гично доказывается, что функция Ф(у) тоже абсолютно интегри- 
руема на [с; 4). 





2, 
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Для доказательства равенства (4) заметим, что 


а а а|ь ; м 
[эбдчи- [эф < Г [лелдиеуаы < “ 
. з 3 518 за: ее } 
<| | дел ах вы еда (5) 
с |& < п а 


для любого & © (0:6) и любого 7 © (с; а). Из равномерной сходи- 
мости интеграла (1) на любом отрезке [с; п] С [6; а) следует, что 


7 


Ь ь 
| Наздееда 4 <п-9 эр [ Иа, у)9 (т) 4 0 
ё ё 


Ус 
с 


при & —+ 6 для любого 7 Е (с; 4). 

Выберем некоторую последовательность {и}, удовлетворяю- 
щую условиям: & Е (а;5) Уп, ип. Е, = 6. В неравенстве (5) 
положим & = & и перейдем к пределу при п -? о. В результате 
для любого 1 Е (с; 4) получим неравенство 


4 а 


а. ] Ф(у) 4у- ] Ф:„ (у) ау| < ] ау | |У (т, у)9(=)| т, 
с 7 © 


по 
с 


у которого левая часть не зависит от 7, а правая стремится к нулю 
при 7 -? 4. Поэтому 


а а 
ил. [ Ф(у) 4- [ Ф:„ (у) 4у| =0, 
с с 


что и доказывает равенство (4). Лемма доказана. 
Следующий пример показывает, что сходимость интеграла (2) 
является существенной для справедливости равенства (4). 


Пример 1. Рассмотрим функцию 


2_.2 
Ден 


на множестве [1; +00) х [1; +00). 
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Очевидно, 


+9 + со со 55 + со 
[и] дела „= | (- ау = Зы, 
=+и| 1+2 4 
1 1 


С другой стороны, для любого & > 1 и любого УЕ К имеем: 








+ Е 1 
|. Л (т, у) ат = ар < = 
{ 
+09 
Следовательно, интеграл ] Дт, у) 4х сходится равномерно по у на В? 


Однако 
м) & 


+со 4 
| _ у 
ов, [4 [ Лед = 
1 1 1 


— Ва =—— 
1+2 $ } #2 +у? 





+со 


+00 
ее [тев=а- / # т, 
74 вю] 1+8 74 1+8 4 
1/Е 0 у 


Для данной функции интеграл (2) расходится. Действительно, 








Е Е 
| (22 + у)? 22+? у 
у - 1 у 1 1 


и поэтому 
+0 +9 


у [ Иелудат = оо. 
1 1 | 
Теорема. Пусть функция }(т, у) непрерывна на множестве 
[4;5) х [с; 4), а функция 9(т) абсолютно интегрируема на любом 


отрезке [а;] С [а;6). Тогда, если интеграл (1) стодится рав- 
номерно по у на о а. [с;1] С [с;а), а интеграл 


_ ®= | Лу) 49 _© 
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сходится равномерно по т на любом отрезке [а;&] С [а;5), ч, 
кроме того, стодится повторный интеграл (2), то для функ- 
ции } (т, у) 9(т) оба повторных интеграла сходятся и 


а ь ь а 
[ау [ ледадаь = в  лелдбе) а, 


Доказательство. Из предыдущей леммы следует, что функ- 
ция Ф(у) абсолютно интегрируема на промежутке е 4). Из не- 
прерывности функции /(5,у) и равномерной сходимости инте- 
грала (6) относительно 5 на любдм отрезке [а;&] С [а;5) сле- 
дует, что функция Ф(т) непрерывна на промежутке [а;5). Сле- 
довательно, функция 9(5)$ (т) абсолютно интегрируема на любом 
отрезке [а;&] С [а;5). Теорема будет доказана, если мы докажем 
равенство 


ё 4 
т ] (в) (=) аа = ] $ (у) 4. (7) 
Прежде всего докажем, что 
Е ы | 
] 94а) а) а = | Фе (8) 


Для этого заметим, что для любого 17 Е (с; 4) справедлива следую- 
щая цепочка неравенств: 


7 9(=) $ (1) 42 — } ФУ) ау ь 
| < Га [полей + Га [ещо < 
а п. 7 а 


Е а ‚а ь. 
< ] (42 зи ] Деу + ] 4 ] Пе 4. 


Из условий теоремы следует, что правая часть этого неравенства 
стремится к нулю при 7 -—+ 6, что и доказывает равенство (8). А 
так как все условия леммы выполнены, то из равенств (4) и (8) 


` следует равенство (7). "Теорема доказана. 
20 Зак. 193 
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Пример 2. Для функции из примера 2 выполнены все условия, 
кроме сходимости интеграла (2). Для нее, как уже вычислено выше, 


+00 о : 
[м [ енд =. 


+0 +0 р 
п 
Аналогично вычисляется, что й 4х ‚ (т, у) ау = а: д 


1 1 
Следовательно, сходимость повторного интеграла от |/(5;/)| явля- 
ется существенной для перестановки двух несобственных интегралов. 


и 
и 


^^ $3. Эйлеровы интегралы 


3.1. Определения эйлеровых интегралов. В этом параграфе рас- 
смотрим важные для математики конкретные интегралы, завися- 
щие от параметра: 


1 г р 
Вод = [27-е (1) 


0 1 
со 

Г(а) = еле, (2) 
0 


которые называются эймеровыми интегралами первого и соответ- 
ственно второго рода. Функция (1) называется бета-функцией, 
а функция (2) — гамма-функцией Эйлера. 

Интеграл (1) имеет, вообще говоря, две особые точки: при 5 = 
= Ои при г = 1. Очевидно, он сходится тогда и только тогда, 
когда р > Обида > 0. Следовательно, функция В(р,4) определена 
на множестве Д х А, где Д = (0; +о°). 

Интеграл (2) на бесконечности сходится при любом с за счег 
множителя е`_®, а в нуле он сходится лишь при а > 0. Следо- 
вательно, функция Г(а) определена на интервале А = (0; +оо). 


Теорема 1. Функции В(р,4) ч Г(а) непрерывны в любой 
точке области определения. 


Доказательство. Функция {(т,р,9) = 22-1 — 1)! не- 
прерывна на множестве (0; 1) хАхА. Кроме того, для любой точки 


„ВБИ к, 2 :} и 
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| 1 1 
(ро; 40) Е Ах А выполняется условие: если р > р а> 590, то 


ФЕ 
(т,р,а) <] (= оо 2) Уте (0; 1). 


По признаку Вейерштрасса интеграл (1) сходится равномерно по р 
| 1 3 1 3 
и Ч на прямоугольнике |5 ро, т х [> я ‚ и поэтому на этом 
прямоугольнике он является непрерывной функцией точки (р, 9). 
Непрерывность функции В(р, 9) на множестве А х А доказана. 
Докажем непрерывность Г(а) на интервале Д = (0; +о). 


Функция ф(т, о) = т°—1е-? непрерывна на множестве Д х Д. 
Кроме того, для любого © > 0 выполняются условия: 


1 
1. еслиа >? 000, то ф(т,а) <ф (2, о) УтеЕ (0;1);. 5“ 
з } ? 
2. если < < 20, то (т, а) <ф (=. ео) Ут > 1. 


Е: | 
По признаку Вейерштрасса на отрезке [оо оо интегралы 


2 
1 4+ со сои Ма 
С 
| обвод», | фбьа) ва 
Г. 1 дну 5956г вн 5 


сходятся равномерно. Поэтому на эгом отрезке функция (2) непре- 
рывна. Теорема 1 доказана. 

Из теоремы о дифференцировании несобственных интегралов 
по параметру легко получается следующее утверждение. 


Теорема 2. Функции В(р,4) и Г(а) бесконечно дифферен- 
цируемы, причем для любых т и п из М справедливы формулы 


тп 
О = | =Р-(шд)" (1 — 5) (1 - "ах, 
р. в. 
ви = | зе бзуче тат. 


Доказать в качестве упражнения. 


20* 
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3.2. Гамма-фуннция Эйлера. Гамма-функция Эйлера 
+00 
Г(а) = Датегвь, а>0 
0 


особенно часто используется в математике и ее приложениях. ' 

Как уже отмечалось, функция Г(а) определена и бесконечно 
дифференцируема на интервале А = (0; со). Она на А прини- 
мает лишь положительные значения, причем Г(а) -+ +с0 при 
а -} +0 и при а -} +00. А так как 


>) 
Г’ (а) = ] 1‘ (п 5)2е-?ат > 0 
0 


на А, то функция Г(а) на А выпукла вниз и имеет единственный 
минимум. 
Интегрируя по частям, получаем 


о чо +9 
Г(а + 1) = ] т‘е ат = -1%е*| +а ] т°—1е-? 4. 
0 . 0 | 
Таким образом, для любого а > 0 справедлива формула 
Г(а+1 =аГ(а). . (1) 


Она называется формулой понижения для гамма-функции. 
Из формулы (1) для о =пЕ М следует, что 


Г(п+1) =пГ(п) =п(п -—=1)...1.Г(). 


А так как Г(1) = 1, то для любого п Е М имеем Г(п +1) =п!. 
Формула (1) позволяет получить асимитотику функции Г(а) 
при а -$ +0. Действительно, согласно формуле (1), 


о, аГ(а) = Г(1) =1, 





и поэтому 
1 
Г(а) = ы (1+0(1)) при а- +0. 
Далее, с помощью формулы (1} функцию Г(а) можно продол- 
жить на интервалы (—1;0). А именно, положим по определению 


Г(о) = Мои, аЕ (—1;0). | 
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Тогда, в частности, 


Г(о) 


| 


1 
2 (1+0(1)) при а-+ т. 


1 
-я1@+00)) пр а-—>-1+0. 


И 


Г(а) 


По индукции функцию Г(т) можно определить на любом ин- 
тервале (—п; —п + 1), пЕ №, положив по определению 


в. 


Г(а) ‚ ав (-в-п+\).. 


% 
1 
Отметим еще, что Г (#) = \/л. Действительно, делая замену 


д = у, находим 


з © м 
оо . +9 : 
1 Ем —.2 в | 
Г 2} = |= зе "ал =2 | е ау= ут. 
0 0 ей 


* 


3.3. Бета-фуниция Эйлера. Как уже отмечалось, бета-функция 
Эйлера 


В 
Вряд = [70-го 0) 
0 


определена и бесконечно дифференцируема на множестве Д х Д, 
где А = (0; +5). 
Делая замену х = 1 —фв интеграле (1), получаем 


0 
вр, =- [4-9 = Вр) 
1 


Таким образом, для любых положительных р и 4 справедлива фор- 


мула 
В(р,а) = В(9,р). (2) 


Для бета-функции имеет место формула понижения: 


В(р+1,9) = 8,9. мая т (3) 
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Действительно, интегрируя по частям, получаем г 
1 
В0+1, 4} = а ее 
0 


1 
= г | 2-1(1 — 5) Чад = СВ, а) - СВ +19), 


5 
> 


и поэтому (р + 9)В(р + 1,9) = рВ(р,94). 
Из (2) и (3) следует и другая формула понижения 


а В(р,4+1) =-9 В(р 4). 
а (рра+1) т (р, а) 


Отсюда при 9 = п Е М получаем 
_п_ п-1 1 
1 = дв а — -В(р,1). 
В(р,п+1) а: 
А так как В. 1) = 1/р, то 
Вр = 95 
‚п ›- ВУ ре 
В частности, имеет место формула 
Г(т + ПГп+1 
о" 


Последнее утверждение наводит на мысль, что и в общем слу- 
чае справедливо равенство 


В.) = 3] 4) 


Для доказательства равенства (4) удобно использовать другое 
представление бета-функции | #1 


+со 1 и . 
В(р, 9) = ] р | (5) 
. 


1 
которое получается из (1) заменой х = ВА 
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Теорема. Для любых р> 0 иа> 0 справедливо равенство (4). 
Доказательство. В интеграле 
+0 
Г(р+а) = ] 1Р+9—1е-т4 Го 
; о -. : 
сделаем замену 2 = (1+ Ву, где # > 0. В результате получим 


+9 
год =ачоР | уме, 
0 


{р-1 +00 ва 
Г(р+ ен” ето 
0 


Проинтегрируем последнее равенство по $ от 0 до +00 и восполь- 
зуемся формулой (5). Тогда 


. +00 +00 
Гр+9)-В(р, 9) = ] ет" [ ур е-П+уу ) #. 
эс 0 0 ее. 


Прир>1иа> 1 для полученного повторного интеграла вы- 
полнены все условия теоремы из п. 2.5 о перестановке двух несоб- 
ственных интегралов. Поэтому 


+0 +9 


Г(р + 9)В(р, 4) = р [| в-е-ча ау. 22 
0 0 


Сделав в последнем интеграле замену #/ = т, получим 
. +09 + со 
гов, = [з-летт [| [з7пегтаь | ву = ГОГ. 
о 0 
Дляр > 1иа > 1 формула (4) доказана. Дляр > 0ич>0 
воспользуемся формулой понижения: 


вр = РА Чво+ьд == РЕЯ 114+1) = 


р ра 
_ Ф+дф-+1+9 Го+уГа+у _ Грг@) 
р.4 Г(р+ч+2). Г(р+а)° 


Теорема доказана. 
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3.4. Формулы дополнения. Положив в формуле (5) из п.3.3 4 = 
= 1 -— р, получим р 


>, 1 +0 
НИ 


4+. 











0 1 


1 
В последнем интеграле сделаем замену & = -—. Тогда 
х 


оо 1 ин т 1 > 

Де т" 2 = [Е Е 

1 о и 
Таким образом, если рЕ (0;1), то 


1 
т, 
Вф1-р) = [ УР 
| 


— 





ат, 


где ф(т,р) = 12-1 + 5-Р. Отсюда и из очевидного тождества 


п 

1)7+1 п-+1 
У м Е: 
Е 1+: 





следует, что 
п 1 


В1-в) => (1 | +'иераеь 


Е=0 0 
(ут [7 (.р)4г. (1) 


А так как 
0 < 2$6(т,р) <2 Уте (0;1), 


то 


ет дЗ+1 ея 2 
о< [= ф(т, р) ах < 2 [= т 
0 о 
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Поэтому из (1) в пределе при п - со получаем 


В(1-р) => (1 Дечеьр а = 


1 < 1 1 
Е 4 Мм Ре 
+ (; ) 
В главе 14 (см. пример4 из п. 2.4) было доказано, что 


к-1 _2Р п 


+ = 
— р? 





[9 
И 


зтрт (0; 1). 


3 1- 
> 
И 
— 


Следовательно, 


м 


п | 
Вр1-р = ддт \РЕ (80 оо 


Эта формула называется формулой дополнения для бета-функции. 
Из нее следует формула дополнения для гамма-функции: 


Г(а)Г(1 - а) = те УаЕ (0;1). \3: -= 
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4.1. Интеграл Фурье как предельный случай ряда Фурье. Пусть 
функция { определена на К и абсолютно интегрируема на любом 
конечном интервале. Для ее сужения на любой интервал вида 
(—1;1} можно написать ряд Фурье по соответствующей проно 
трической системе: 


со 
ао п В 
о + >. ак с0$ Кут + бет Ктт, (1) 
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где Ре 9 рай: © 


1 
= ш=т 1 (2) ах, 
= 


ак = о Тат, 


за 


и =- 1 2) Ат тах. 


_ Следуя в основном схеме ее Ж. Фурье, посмотрим, 
не вдаваясь в строгие обоснования, во что перейдет ряд (1) при 
1 +00. 

Естественно считать, что ад -$ 0 при { -+ +с0. Это заведомо 
верно, если, например, функция } абсолютно интегрируема на ЕЮ. 

Сумму по аи преобразуем следующим образом: 


у 


г ) соз укЁ а | соз укг . Дур, (2) 
>. 


где ук = Ат, Дук = ук+1 — % = Можно заметить, что если 


ввести функцию 


о а(у) = Ша - :] КЕ) созуёаь Г. р - (3) 
1+0 П й 
то сумма (2) напоминает интегральную сумму интеграла 
+ со 
] а(у) созут у, (4) 
. 


и поэтому можно считать, что сумма (2) при Г +0 переходит в 
интеграл (4). 


Аналогично показывается, что сумма у + за” —т при 


+с° Е=1 1 


1 > со переходит в интеграл | Ь(у) зт ух ду, где 
0 
1 


=, шт ] Козшиеаь, (5) 
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Таким образом, тригонометрический ряд (1) при | -+ +0 пе- 
реходит в интеграл 


р 
+00 


] (а(у) созут + Ку) зтух) ау, (6) 
0 


где а(у) и (у) вычисляются по формулам (3) и (5). 

Чтобы показать зависимость функций (3) и (5) от функции } 
вместо а(у} и 6(9) будем писать а(];у) и В({; у) или а(}) и &({).- 

Легко усмотреть анадогию между коэффициентами Фурье пе- 
риодической функции по тригонометрической системе и функци- 
ями а(}) и 6(Х). Аналогом ряда Фурье здесь будет интеграл (6), 
который называется интегралом Фурье. 

Заметим, что не для всякой функции ], которая абсолютно 
интегрируема на любом конечном интервале, пределы (3) и (5) 
существуют. Если же функция } абсолютно интегрируема на К, 
то эти пределы заведомо существуют и 


+00 
«д = г | освиа, 52) 
‚зе к ар® 
КлУ = т [ оти& (8) 


Теорема. Если функция } определена и абсолютно инте- 
грируема на В, то функции а(}) и (Г) определены и ограничены 
на В, причем 


з 


1 Я 
асус < ИЛ, ПЫлзе < ИЛ. = ©) 
Кроме того, они непрерывны на Ки | 
„во а( зу) = „Ша Б(Р;У) =0. (10) 


тг 


Доказательство. Из неравенств 


|7 (6) совуй < |7, |7 явуй < |9 


и абсолютной интегрируемости функции } на К следует, что ин- 
тегралы (7) и (8) сходятся равномерно на В относительно у, и 
поэтому функции а(}) и &(]) непрерывны на Е. 

Неравенства (9) очевидны, а соотношения (10) следуют из те- 
оремы Римана 0б осцилляции. Теорема доказана. 
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Определение 1. Определенная на В функция называется ло- 
кально интегрируемой, если она абсолютно интегрируема на лю- 
бом конечном интервале. 


Определение 2. Для любой локально интегрируемой функ- 
ции ф(т), т Е Е, предел 
1 
1 т) ах 
ры $ ) 
= 


называют интегралом от —с0 до +00 в смысле главного значе- 
ния (или в смысле Коши) и обозначают 


оо 
у.р. ] ф(х) ат. 
—с 


Согласно этому определению, формулы (3) и (5) принимают 
вид 


со 

о) = ур; [| сви (11) 
в. ь | 

БУ) = Ур И Козшие 4, (12) 





„= }—_ що ——щ——— 


/ В дальнейшем буквы у.р. перед интегралом бы иногда 
сы. Обычно такое сокращение не приводит к недоразуме- 
НИЯМ. 


а 


Пример. Найдем а(у) и Бу) для функции `` 


т 0 


(т) = —, 6>0. 


Так как функция ] четная, то 6(у) = .0. А по формуле (11) находим: 


зтдх 
т 





а(у) = - соз ух 4т = 


. 


1 Ра 5 1 Ра 5 
Е ] 811(6 + у)т ] 311(б — у); А 
и т п 
о | 
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Используя значение интеграла Дирихле, отсюда получаем 


1 п 
= (вп (6 +У) + озвл (6 — у)) 


Следовательно, а(у) = 1, если |у| < д, иа(у) = 0, если |у| > д. Кроме 
того, а(6) = а(-6) = 2. 


Рассматриваемая функция, после доопределения }(0) = д, непре- 
рывна на В, но не является абсолютно интегрируемой на К. У нее а(у) 
является разрывной функцией. Это не противоречит доказанной тео- 
реме, так как функция { не является абсолютно интегрируемой на В. 


4.2. Представление функций интегралом Фурье. Признаки Ди- 
нии Дирихле. Для интеграла Фурье, как и для ряда Фурье, укажем 
условия на функцию [, при выполнении которых ее интеграл Фу- 
аа В частности, укажем условия, когда он сходится к 
(т). 
Будем предполагать, что функция } определена и абсолютно 
интегрируема на Е. Тогда, как известно, функции а(}; у) и &({; у) 
непрерывны на К, и поэтому вопрос о сходимости интеграла Фурье 
функции }, т.е. интеграла - 


+5 
] (а(Т; у) созух + В(Х; у) эт ух) ау, 
0 


сводится к вопросу о пределе функции 
п 


то) = | @(здсовут + Блин) = (0) 
0 
при 7 — +00. 
Подставив в (1) выражения для а(];у) и 5}; у): 


+0 
ал = + | Освие, 


+9 
Кл = ; | Ошиа, 


получим: . В 


. ПП +09 : 
та) = т [в | Посвие- 04. 
0 —со 
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Здесь внутренний интеграл сходится равномерно относительно у, 
поэтому можно поменять порядок интегрирования. Поменяв поря- 
док интегрирования и проинтегрировав с08 (1 — #) по у, получим: 


_1 3т7(5 -—#) 
-1 ло х- я 


или, после замены # = т-+6, 


т) = Ел ВО 





т | 
Наконец, так как функция ыы относительно & является четной, 
то 


м) 
ее (2) 


Теорема 1. Если абсолютно интегрируемал на К функция { 
- в точке 10 Е В удовлетворяет односторонним условиям Дини, 
то ее интеграл Фурье в точке то стодится к 


1(то + 0) + 1 (20 —0) 
Мх(то) = р 
Доказательство. Прежде всего напомним, что выполнение 
односторонних условий Дини в точке хо означает, что функция } 
в точке хо имеет конечные односторонние пределы {(то + 0), и 
функции 


вые - МО Ли ме (3) 


абсолютно интегрируемы на некотором интервале (0;50). 
Учитывая обозначение (3) и равенство 


+00 


т 7ё _п 
"еж Ут > 0,. 


согласно формуле (2) получаем 


+о° 
Тур) - МИ) =). | Енисее 
+0 
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Интеграл по & от 0 до +0 запишем в виде суммы трех инте- 
гралов: 

+0 


Л (то = 8) 





| й | 
] (О знтеае+ | иле (во) Г = аа 
0 


6 
Здесь функции Е.. (&) абсолютно интегрируемы на интервале (0; 6), 
а функции - } (то-&) абсолютно интегрируемы на интервале (д; оо). 


Поэтому, согласно теореме Римана 06 осцилляции, первые два ин- 
теграла стремятся к нулю при 77 $ +со. Для третьего интеграла 


имеем: 
о т | 
ке м 4 = — —%- ГИ. ьЧ у 
б 


при 7 — +00. Таким образом, о `. Ти (4; 20) = Мисхо). Тео- 


рема 1 доказана. 
Эта теорема называется признаком Дини сходимости инте- 
грала Фурье, а равенство 


+9 


но —0 
Гы ла сз у(5то — #) 4& = ы КОНЕ ОО ео 
о у 
— формулой Фурье для функции } в точке тд. 
Следствие 1. Если функция { (т), тЕ ®, на Е отно 
интегрируема и в каждой точке т Е ® непрерывна и удовле- 
творлет условию _ то 


9-1 [ (#) созу( -#)4 УхЕВ. (4) 


Равенство (4) называется формулой Фурье для функции } или 
представлением функции | интегралом Фурье. 

Напомним, что если функция ] в точке го удовлетворяет усло- 
вию Липшица (или односторонним условиям аа порядка 
а > 0, то в этой точке она удовлетворяет и условию Дини (соот- 
ветственно односторонним условиям Дини). 


Следствие 2. Если функция } абсолютно интегрируема на 
ЖК ив точке тЕ В удовлетворяет условию Липлиица положи- 
тельного порядка, то ее интеграл Фурье в этой точке сто- 
дится к {(т). 


328 Гл.15. Интегралы, зависящие от параметра 


Теорема 2. Если функция } абсолютно интегрируема на 
В ив точке го Е ® удовлетворяет условию Дирихле, то ее 
интеграл Фурье в точке то сходится к Мр(то). 


Доказательство. Напомним, что выполнение условия Ди- 
рихле в точке го означает, что существует д>0 такое, что на интер- 
валах (т0—0;50) и (т0;т0-+6) функция } монотонна и ограничена. 
В частности, функция { в точке хо имеет конечные односторонние 
пределы } (то). 

Как и при доказательстве и - 1, получаем: 


Ти(Т; 50) — Му(хо) =} [ав ) 1 7ё 4. 


Интеграл по & от 0 до +со представим в виде суммы двух инте- 
гралов: интеграла от 0 до й «фи интеграла от № до +0. 

По второй теореме о среднем для любого АЕ (0;6) существует 
ВЕ [0; 1] такое, что 


в 


в . 
] Рот 4 = (ео) — ао +0)) | ба. 
9 


а и из сходимости интеграла Дирихле следует, что суще- 
ствует постоянная С’ такая, что 





7 Е () зттЕ Е] < С (во + В) - Ц +0) 
0 





для любого № Е (0;5). 
Для любого Е > 0 существует А: такое, что 


ве 
Де зщ 7 а&} < 5. 
0 


Как и в теореме 1, доказывается, что интеграл от А: до +00 стре- 
мится к нулю при 7 —? 0%, и поэтому существует 7; такое, что 
для любого Й > ПТ: 


| Е, (шт | < ._ 


Теорема 2 доказана. 


Эту теорему будем называть признаком Дирихле сходимости 
интеграла Фурье. 
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4.3. Комплексная форма интеграла Фурье. Для локально инте- 
грируемой на Е функции { введем функцию 


1 +09 
оля) = тур. | дет 
; . —со 
являющуюся аналогом коэффициентов Фурье в комплексной форме 
для периодических функций, и через эту функцию выразим инте- 
грал Фурье функции ]. 
Очевидно, г 


с) = 5) - 5), 
$ 


где а(}; у) и (}; у) — функции, определенные в п. 4.1. Тогда для 
любого 7 > 0 имеем 


у 


1 
Гевщдеме ду = 5 [бд — Ытудеовут +зуе) у 
7 —7 


А так как функция а(};у) четная, а функция 6({;у) — нечетная, 
то 


п п 
] с(;у) е* ау = ] (а(7;у) совух + КГ; у) зтух) ау. 
—п 0 
Отсюда в пределе при 17 -> +00 получаем, что интеграл Фурье 
функции /{ равен интегралу 

+09 


ур. | Чпие" а (2) 
—со 
Интеграл (2), где функция с({;у) определена по формуле (1), 
называется интегралом Фурье в комплексной форме. 


Теорема. Если абсолютно интегрируемая на ® функция } 
в любой точке т Е К непрерывна и удовлетворяет условию 
Дини или условию Дирихле, то для любого т Е В справедливы 
равенства 


+0 / + 
Ле) = 5: ( Поет а | "а, (3) 


1 +9 / +<о 1 
Ле) = 57 ( ое а | "ау, (4) 


где внешний интеграл понимается в смысле главного значения. 
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Доказательство. Интеграл (3) равен интегралу (2), т.е. 
интегралу Фурье функции ]}, а он, как следует из предыдущего 
пункта, в любой точке х Е Е равен {(х). Формула (3) доказана. 
Для доказательства формулы (4) заметим, что интеграл (4) равен 
пределу при 77 — +00 интеграла 

1 т 
езде ау = | сдемт ан, 
о —7 
где с(}; у) обозначает функцию, комплексно сопряженную к функ- 
ции с(}; у). Теорема доказана. 

Интегралы в формулах (3) и (4) называются повторными ин- 
тегралами Фурье функции }. В таком виде они впервые были 
получены О. Коши. 


Следствие. Пусть функция } на В удовлетворяет всем 
условиям теоремы. Тогда, если функция } четная, то 


2 00 / +0 
Кг) = = | / ЛИ с0$ УЕ 4# | соз гу ау, 
, 0 
а если нечетная, то 
: +00 / +00 
(2) = > [ ] КИ эшуЕаЕ | эт ту ау 
о \0 


$ 


для любого т ЕЕ. 

4.4. Преобразования Фурье и формулы обращения. Пусть абсо- 
лютно интегрируемая на В функция { в ‘любой точке х Е Е не- 
прерывна и удовлетворяет условию Дини или условию Дирихле. 
Тогда, как показано в предыдущем пункте, 


+9 
УТЕВ /() = ур. ] се а о (1 
где — 
1 
“лу = | Кое (2 


Здесь функция { принимает действительные значения, а функция 
с(Г; у) принимает, вообще говоря, комплексные значения. Кроме 
того, в равенстве (1) нет множителя перед интегралом, а в равен- 


стве (2) перед интегралом стоит множитель 9: Обычно исполь- 
С 
зуют более симметричные формулы. 
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Определение 1. Для любой локально интегрируемой ком- 
плекснозначной функции } (т), т Е Е, функция 


+ со 
К =ур. = поет (8) 


называется преобразованием (или образом) Фурье функции {а 
функция 


+9 
Де = ур. = . Ге) ей (4) 


называется обратным преобразованием (или прообразом) Фурье 


функции }. 
Если функция } абсолютно интегрируема, то, как доказано в 


п. 4.1, функции } и } непрерывны и ограничены на К, причем 


Ме Ме. 
7х Е 


Кроме того, 


. ве еаы ее 

дв © = йа ЛО 
Определение 2. Оператор Е: } -+ } называется операто- 
ром (или преобразованием) Фурье, а оператор Е? : { $ { — 
обратным преобразованием Фурье. 


Теорема 1. Если функция } имевт преобразование Фурье, 
то для любого а Е ® и любого а > 0 функции Кат) и (т +а) 
тоже имеют преобразования Фурье, причем 


Ред = 57 (5), Ре = (5), 
Е/( + а) = “6, РЦ ча] =е в). 


Доказательство. По = 


ЭвЯ 


Е (от)] = 





Ср и, лез ев аз. 


Если а > 0, то после замены у = ат получаем: 


«4 
Роз) = ет, | уе = 1 (5) 


—м 
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Аналогично, делая замену г + а = у, получаем: 


1 
Р[(}(х +а))] = = „о. ‚ 1(х +а)е "ах = 


{+а 


== вт. ] Ку) е- 9-96 ду = 9 (8. 


+4 


Формулы для обратного преобразования Фурье доказываются ` 
точно так же. 


Теорема 2. Если функция } абсолютно интегрируема и не- 
прерывна на В и в любой точке т Е В удовлетворяет условию 
Дини или условию Дирихле, то 


РЧЕЛ]=/, РЕОЧЛ] =}. (5) 

Легко видеть, что это утверждение является простой перефор- 
мулировкой теоремы о повторных интегралах Фурье, доказанной 
в предыдущем пункте. 

Формулы (5) называются формулами обращения. Они пока- 
зывают, что операторы Ри Е`! являются взаимно обратными. 

Из последнего утверждения предыдущего пункта следует, что 
для четных и нечетных функций справедливы более простые фор- 
мулы обращения. А так как такие функции достаточно задавать 
лишь для т > 0 (точкой х = 0 можно пренебречь), то все опреде- 
ления и утверждения будем давать для функций, определенных и 
локально интегрируемых на интервале (0; +со). 


Определение 3. Для любой функции /, определенной и ло- 
кально интегрируемой на интервале (0; +0), интеграл 


2 Гл а ах | _ (6) 


называется косинус-преобразованием Фурье, а интеграл 


/? Г 1(х) зшут ах (7) 
0 


— синус-преобразованием Фурье функции }. 


Операторы, которые функции ] ставят в соответствие функ- 
ции (6) и (7), будем обозначать Ёс и Е, соответственно. 
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Очевидно, что если функция }(т), т Е В, четная, то 
Е] = ЕЛ] = Е] ЧЛ, 
а если функция } нечетная, то 
ЕЛ = ЕЛ = -Р7 Ч. 
Следствие. Если функция }(т), т Е (0;-+0°), абсолютно 


интегрируема и непрерывна на интервале (0; +00) и в любой 
его точке удовлетворяет условию Дини или условию Дирихле, 


^.. ЕДЕДЛ] == ЕДЕЛ.. 


Пример 1. Найдем преобразования Фурье функции {(х), которая 
равна 1 на отрезке [-д;6] и нулю все этого отрезка. 


Так как эта функция четная, то 


5 
са И _ [2 зп бу 
РЕ, ау. 7 


Пример 2. Найдем косинус-преобразование и синус-преобразова- 
ние функции ] (1) =е`*, х> 0. 





По формулам (6) и (7) находим: 


+00 
Е] = уу Гете = Е 
— 
Е] = у Гена ДИ 
0 


Пример 3. Найдем преобразования Фурье функции 
Ка) =е #". 


Так как эта функция четная, то 


ЕЛ] =ЕЧЛ = |? ] е- $2” созух 4х. 
о 
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Этот интеграл, зависящий от параметра у, можно дифференцировать по 
т параметру под знаком интеграла. Поэтому если его обозначим 
99), то 


ъ 


со 
9'(у)=- ] те-#2' зтутат. | 
5 . 


Отсюда после интегрирования по частям получаем дифференциальное 
уравнение 


9'(у) = —у9(9). 


Оно имеет общее решение 9(у) = Се] с произвольной постоянной С’. 
Ее находим из условия 9(0) = \/т/2. 
Таким образом, 


Ду) = Ду =е 


Из теоремы 1 следует, что 
ГР ==] = Е! [#2 | в 1-5) 
а 


для любого а > 0. 


4.5. Преобразование Фурье производной и производная пре- 
образования Фурье. Функцию }, определенную на К, будем на- 
зывать кусочно непрерывной, если она кусочно непрерывна на 
любом конечном интервале. Если же она на любом конечном ин- 
тервале кусочно дифференцируема, то будем говорить, что она ку- 
сочно дифференцируема на К. Аналогично определяются и ку- 
сочно непрерывно дифференцируемые на К функции. 

Заметим, что если функция { непрерывна и кусочно непре- 
рывно диф ференцируема, то она является обобщенной первообраз- 
ной для производной }'. 


Лемма. Пусть функция {(т) непрерывна и кусочно непре- 
рывно дифференцируема на Ю. Тогда, если }(т) и }(х) абсо- 
лютно интегрируемы на В, то }(т) + 0 при т - +00. 

Действительно, из равенства 


Ле) = 9+ [ло сев 


вн 


и сходимости интеграла от ]"(т) на Е следует, что пределы у {(5) 
при х -» со существуют, а из сходимости интеграла от /(т) на 
К следует, что эти пределы равны нулю. 
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Теорема 1. Пусть функция }(т) непрерывна и кусочно не- 
прерывно дифференцируема на ®. Тогда, если (=) и }'(х) аб- 
солютно интегрируемы на ®, то 


РИ] =&Л 0, ЕЦ] = -& ДО. 
Доказательство. По формуле интегрирования по частям 


получаем р 


— 


. 2-2 а ‚— __ 9» 


Е] = 


гы 


+0 
= а 


ум2п 
В силу леммы, внеинтегральные члены равны нулю, поэтому 


ЕЛ] =. 
Аналогично доказывается и вторая формула. 


Следствие 1. Если [, /',...,/®) непрерывны и абсолютно 
интегрируемы на В, то 


ЕР] = (&)^РЛ, : 
в = (-4Е-ЦЛ, К=0,1,...,п. о эл 


В частности, | 
9 =о( г) ‚ №=о(=) 
при ё > 00. 
Теорема 2. Если функции (г) и зК(т) абсолютно инте- 


грируемы на ®, то (Е) и} (Е) непрерывно дифференцируемы на 
ВКч 





+0 
ы и 2-8) е- 2 аз. 


47 _ ИТ ны 
ЧЕ Ве) Че = Р-Це у) 
Доказательство. По признаку Вейерштрасса, интегралы 
+0 оо 
] (ве “ах и -1 | т](т)е *? 4х 
— со —со 


сходятся равномерно по & на В, поэтому они непрерывны и произ- 
водная по & от первого из них равна второму. Следовательно, 

47 
— = РР (т)]. 

к = РИ) 


’ Аналогично доказывается и вторая формула. 
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Следствие 2. Если функции {(т), х/(т),..., 1"; (5) аб- 


— 


солютмо интегрируемы на ®, то (Е) и} (2) п раз непрерывно 
дифференцируемы на В и 


я = (-9* Е“ /(т)], ы ИР ЦА (2), Е=0,1,... п. 


4.6. Пространство 5. Через 5 обозначим множество всех бес- 
конечно дифференцируемых на ® комплекснозначных функций, 
каждая из которых удовлетворяет условию: как она сама, так и ее 
производные любого порядка стремятся к нулю при х -» оо бы- 
стрее любой степени 1/т. Таким образом, функция {, определен- 
ная на К, принадлежит множеству 5 тогда и только тогда, когда 
она на К бесконечно дифференцируема и, кроме того, для любого 
К =0,1,2,... и любого п = 0,1,2,... выполняется условие: 


1%) (5) =о0 (=) при т +00. (1) 


Теорема 1. Если } Е 5, то Еби{ЕБ. 


Доказательство. Из условия (1) при К =Обип=1+2. 
следует, что 


1 
1 
= (3) при 1-00, 


и поэтому т!{(5) Е Гл для любого [ = 0,1,2,... . Тогда, согласно 
следствию 2 из предыдущего пункта, функции } и } имеют непре- 
рывные производные любого порядка. 

Чтобы доказать, что } и ] удовлетворяют условию (1), рассмо- 
трим функцию фк(т) = х"{(т). Очевидно, она бесконечно диффе- 
ренцируема на К, для любого К = 0,1,2,... удовлетворяет условию 


1 
Ф" (2) =о (=) при т- +0, 


и поэтому РА (т) абсолютно интегрируема на Ю. Тогда 


Е (е ] = (#)"Е[фн]| = (98)"Е[*(т)]. с | 
А так как 2 
@&} 


аЕЕ = (-0*Е[^/(2)], 
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то т 
а 
ак = СОР 
и, следовательно, 
&} 
а 0 при &- 400. 


Аналогично доказывается, что и ] удовлетворяет условию (1). 
Теорема 1 доказана. 

Легко видеть, что множество 5 с естественными операциями 
сложения двух функций и умножения функции на число является 
линейным пространством, а преобразование Фурье и обратное пре- 
образование Фурье являются линейными операторами, определен-_ 
ными на 5. Из теоремы 1 следует, что они действуют из 5 в 5. В 
следующей теореме утверждается, что они отображают 5 на 5. 


Теорема 2. Преобразование Фурье и обратное преобразо- 
вание Фурье отображают взаимно однозначно пространство 5 
на себл. 


Доказательство. В теореме 1 доказано, что если [Е 5, то 


{=ЕЛеЕБб и У=ЕУЛЕв. с я 


Из формулы обращения следует, что если } © 5, то 


ЕД =/ и ЕЛ = 1, 
Таким образом, Е[5] = би Е 1$] = 5. 
Из формулы обращения получаем: если Л = ЕЛ], № = ЕЯ] 
ий =р, ю д = РИД] = Е-ИЛ] = РВ, что и доказывает 
взаимную однозначность отображения РГ. Аналогично доказыва- 


ется взаимная однозначность и обратного преобразования Фурье. 
Теорема 2 доказана. 


85. Свертка функций 


5.1. Математическая модель работы линейного прибора. Каж- 
дый реальный прибор или процесс с математической точки зрения 
можно интерпретировать как некий оператор А, который преобра- 
зует входной сигнал в сигнал на выходе. Обычно эти сигналы 
являются функциями времени, и во многих задачах оператор А 
можно считать линейным, действующим из одного линейного про- 
странства функций в другое. Кроме того, можно предполагать, 
что свойства прибора не меняются с течением времени. Из этого 
23 зак. 193 
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предположения, в частности, следует, что реакции прибора на сиг- 
налы, которые отличаются только сдвигом по времени, тоже отли- 
чаются только тем же сдвигом по времени, т.е. если А} = Ри 
9(1) = /&-ю), то Ад = Р@&-ю). Оператор А, обладающий этим 
свойством, называют инвариантным относительно сдвигов. 

Оказывается, что для полной характеристики аппарата, кото- 
рому соответствует инвариантный относительно сдвигов линей- 
ный оператор А, достаточно знать отклик Е({) этого аппарата на 
так называемое единичное импульсное воздействие (единичный 
импульс) в момент времени # = 0. 

Единичный импульс в момент времени $ = 0 можно понимать 
как предел функций 


0, еслиЁ<0, 
5 (= > НОВ, (1) 
0, если {> А, 


при А -+ 0. График функции д,($) имеет вид ступеньки шири- 
ны В и высоты 1/1. При любом В > 0 площадь этой «ступеньки» 
равна 1. 

Вместо функции (1) можно рассматривать любую функцию, ко- 
торая равна нулю вне отрезка [0;1], А > 0, и интеграл от которой 
по К равен 1. Любую такую функцию называют единичным им- 
пульсом длительности |. Тогда единичный импульс в момент 
времени $ = 0 можно интерпретировать как предел единичных 
импульсов длительности А при В -› 0. Естественно считать, что 
отклик Е(#) аппарата А на этот предельный импульс равен пре- 
делу откликов Е» ({) аппарата А на единичные импульсы дк (#1) при 
й 0. 

Заметим, что единичный импульс в момент времени #=0 не 
может быть обычной числовой функцией, так как она должна удо- 
влетворять несовместимым условиям: должна быть равной нулю 
вне любой окрестности точки $ = 0, и в то же время интеграл от 
нее по В должен равняться 1. 

Единичный импульс в момент времени $ = 0 является простей- 
шим, но важным примером так называемых обобщенных функ- 
щий. Он обозначается д(+) и называется д-функцией Дирака. 

Понятие единичного импульса широко используется в разных 
разделах физики и ее приложениях. Отклик Е(!) прибора А на 
единичное импульсное воздействие 0(#) в оптике называют аппа- 
ратной функцией, а в электротехнике — импульсной переходной 
функцией прибора А. 

Покажем, как с помощью функции Е(#) можно выразить отклик 
прибора А на произвольный входной сигнал ](#). 
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Пусть входной сигнал задается финитной функцией }(#), носи- 
тель которой лежит на отрезке [а;6]. Отрезок [а;6] точками 


ба 
т1=а+7:. = 1=0,1,...,п, 





1 
разобъем на п промежутков длины В = —(6 —а)} и вместо функ- 
п 


ции / рассмотрим ступенчатую функцию }»(К, которая на каж- 
дом промежутке [т;; т;+1) постоянна и равна {(ту), 1 =0,1,...,п. 
Легко видеть, что 


п-1 
(8) = У (ту) 6ь(# — ть, 
‚=0 


где 6, (+) — функция, заданная равенствами (1). 

Через Ел(#), как и выше, обозначим отклик прибора А на вход- 
ной сигнал 6, ({) и будем предполагать, что оператор А является 
линейным и обладает свойством инвариантности относительно 
сдвигов. Тогда у 

се 


АД = У ` (т) Бь (+ ту. 
1=0 


Отсюда в пределе при й -— 0, предполагая, что все предельные 
переходы законны, получаем равенство 


А! = ] Кт)Ее- т). (2) 
К 


Интеграл (2), зависящий от параметра $, называется сверткой 
функций Г (Е) и Е(®) и обозначается. } * Е. 

Таким образом, отклик на входное воздействие [ линейного 
прибора А, сохраняющего сдвиги, равен свертке функции } и ап- 
паратной функции Е прибора А. 


5.2. Определение и основные свойства свертки. В предыдущем 
пункте понятие свертки двух функций естественным образом воз- 
никло при рассмотрении линейных операторов, инвариантных от- 
носительно сдвигов. В этом пункте дадим общее определение сверт- 
ки и сформулируем ее основные свойства. 

Определение 1. Для любых двух функций ф(т) и (т), опре- 
деленных на ЮВ, несобственный интеграл 

+09 


рб) = | ежи - в), (1) 


ре. 


-_с 
зависящий от параметра уЕ Е, называется сверткой функций ф 
ифи обозначается ф*\. 
23* 
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Говорят, что свертка ф * 4 существует, если интеграл (1) схо- 
дится при любом у Е В. 


Таким образом, свертка функций ф и ф — это новая функция 


; 
заданная формулой 


+09 
(2* (9) = ] (Ку — 1) 41, УЕВ. 


Очевидно, если свертка ф*\р существует, то свертка 4 *ф тоже 
существует и 


(ф*ф) (у) = (ф*ф)(у) УуЕВ, 


т.е. операция свертки двут функций обладает свойством ком- 
мутативности: 


ф*у=ф+ф. 
Действительно, сделав в интеграле (1) замену у — 5 = &, получим 
+ со со 
[ кежи- =) = | дви - да (2 
—с _с 


Свертка (2) заведомо существует, если одна из функций абсо- 
лютно интегрируема на К, а другая функция на ® ограничена и 
локально интегрируема, т.е. интегрируема на любом конечном 
отрезке. Более того, эта свертка будет ограниченной функцией. 
Действительно, если |ф(т)| < М УтЕВ, то 


+ оо у. + оо 
Ф*4) | < 7 е(е)ф(у — 14 < М ] РС) аа. 


Если, кроме того, одна из функций непрерывна на В, то сверт- 
ка (2) непрерывна на К. 

Из теоремы о перестановке двух несобственных интегралов 
можно получить условия, при которых свертка (ф * 4) (у) явля- 
ется абсолютно интегрируемой функцией. Заведомо, если функции 
ф(2) и 4(т) ограничены, абсолютно интегрируемы и непрерывны 
на В, то их свертка тоже непрерывна, ограничена и абсолютно 
интегрируема на Ю. Действительно, 


+ 


+00 со +00 
] [Е (у)|ау < | ау ] |2(*)\ . Ч(у = =) аз. 


-с 
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В последнем интеграле можно поменять порядок интегрирования 
(см. теорему из п. 2.5), поэтому 


+ со +0 + со 
| [Ру ау < ] |2(=)| аз. ) |14(<)[ 4. 


Если, кроме того, функция Х(т) тоже ограничена, абсолютно 
интегрируема и непрерывна на ®, то свертка (ф * 4) * х сущест- 
вует и 

(ф*ф) *х=ф* (ф*Х), 
т.е. операция свертки обладает свойством ассоциативности. 
(Доказать это утверждение в качестве упражнения.) 

Определение 2. Оператор, который каждой функции {(т), 
ТЕ В, ставит в соответствие функцию 9(5) = {(%—1№), где й — 
некоторое число, называется оператором сдвига или й- сдвигом 
и обозначается Т»ь. 

Таким образом, по определению Т», 

Ть/ = (2-№. 


Очевидно, операция свертки коммутирует с операцией сова 


— Тьф+4) = (Тьф) += (Тьу. 
Действительно, 
+09 
Тьф*ф) = ] феи Вт) аз = 
5 —©< +9 р 
= [ ве- ву - г) 4 = (Ть+) + 


Из теоремы о дифференцировании интегралов, зависящих от 
параметра (см. п. 1.3), следует, что если функция ф локально инте- 
грируема, а функция 4 финитна и К раз непрерывно дифференци- 
руема, то свертка ‹ф * 1 тоже К раз непрерывно дифференцируема, 
причем если через О обозначить оператор дифференцирования, то 

2*(ф*4) =ф* (2\4). 
Замечание. Из рассмотренных свойств операции свертки видно, 


что она обладает основными свойствами операции умножения. Действи- 
тельно, 


ф*фЕф*ф, 
(ф*у) *жх=ф* (ф*х), 


(аф + В4) *х =а(фжх) + В(ф *х), 
гдеаи ДВ — числа. | 
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Покажем, что д-функцию Дирака можно трактовать как «еди- 
ницу» относительно этого «умножения». Для этого рассмотрим 
свертку непрерывной функции [(#) с функцией д, ($), В > 0, опре- 
деленной в п. 4.1. Очевидно, 


в) . хо 
1+ = | оъе-де=т | 0 
—с В 


и поэтому 


(Л* д») (2) = (т). 


Используя понятие д-функции, это соотношение можно записать в 
виде равенства 
{+0 = {. 


5.3. Дельта-образные семейства функций и аппроксимационные 
теоремы. Семейство неотрицательных функций 4о(т), х Е В, за- 
висящих от параметра с Е А, называется д-образным при а - @, 
где & — конечная или бесконечная предельная точка множества 
АСЕ, если выполнены следующие два условия: 


Шт 
й-—-0 


оо 
1) льва =1 УаЕА; 


2) Ча [фо ае =1 Ук > 0. 
—№ 


Очевидно, для любой неотрицательной функции (т), которая 
интегрируема на В и такая, что 


оо 
чек =1, 


1 т 
семейство функций /о(т) = со (=), а > 0, является д-образным 
при а -» +0. | 
Теорема 1. Пусть фо (т), аЕ А, — д-образное семейство 
функций при а > а, а функция [(т) ограничена и локально ин- 


тегрируема на В. Тогда, если функция } непрерывна на интер- 
вале Д, то для любого отрезка [а;6] С А справедливо равен- 


ство р 
а | * Фа — Ле) = 0. (1) 
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Доказательство. Очевидно, 
+ оо 
(ее) - М9 = | (в-0- еж. 


Выберем некоторое = > 0. Тогда из непрерывности функции } 
на интервале А следует, что 


36>0: Уже [а;8], УЕ Е [-6;6] |1(%-1-Л(т)| <= 
Поэтому, если [{(т)| < М, то 


2 
К * Фа) (2) - а) <2М й (0 + 


: +6 +0 \ 
+е | чо 4+2М | рода (2) 
о 


для любого 5 Е [а;6. 


Из свойств б-образного семейства функций при @ -$ а следует, 
что 


—б +9 ' 
30(2) : Ма (а) чье <е, [ чбоае < 
—с +5 


Отсюда и из неравенства (2) получаем: 
|7 * Фе — Лсеы <4МЕ-+Е УаЕ О(<), 


что и доказывает равенство (1). Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Для любой финитной непрерывной на В функ- 
ции (т) существует последовательность финитных бесконечно 
дифференцируемыт функций фз (т), п Е М, таких, что 


Па | — фас = 0. (3) 


Доказательство. Пусть 4(т) = Кехр 





2 _— т’ если [| <Ъ 


и ф(т) = 0, если || > 1, где К подобрано так, что 


+0 
|  мадак =1. 
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Очевидно, функция {(5) финитна и бесконечно дифференцируема, 
и последовательность функций у„(т) = пф(пт), п Е М, является 
6-образной при п — со. Тогда фи(х) = ({*4.) (т), п Е М, являются 
бесконечно дифференцируемыми финитными функциями. Из те- 
оремы 1 следует, что эти функции удовлетворяют условию (3). Те- 
орема 2 доказана, 

Ее обычно формулируют так: 

Любую финитную непрерывную на В функцию с любой точ- 
ностью можно равномерно аппроксимировать финитными бес- 
конечно дифференцируемыми функциями. 


Теорема 3. Любую непрерывную на отрезке функцию с лю- 
бой точностью можно равномерно аппроксимировать на этом 
отрезке алгебраическими многочленами. 


Доказательство. Пусть функция ](5) определена и непре- 
рывна на отрезке [а;6]. Не ограничивая общности, можно считать, 
что 0 <а<6 < 1. Продолжим } на К так, чтобы она была непре- 
рывной на Е и была равной нулю вне отрезка [0;1]. 

Пусть теперь ф»(т) = Ко(1 — 12)", если || < 1, иф(т) = 0, 

+0 


если || > 1, причем К„ подобрано так, что . 4» (т) 4т = 1. Легко 


—со 
проверить, что последовательность 4, (т), п Е №, прип - < 
является д-образной. 
Из теоремы 1 следует, что ф„(5) = ({ *4,)(т) при п -+ < 
равномерно на отрезке [а;6] сходится к / (т). 
Легко доказывается, что ф„(х} — это многочлен степени 2п. 
Действительно, 


м [ло еда | а 


Теорема 3 доказана. 
Она называется аппроксимационной теоремой Вейерштрасса. 


5.4. Примеры применения свертки. В этом пункте рассмотрим 
два примера применения операции свертки. 


Пример 1. Легко проверить, что семейство функций 


1. 


4 (=) = а у>0 


является д-образной при у $ +0. 
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Для любой непрерывной ограниченной функции {(т), х Е ®, функ- 


ция 
и(т,у) = (1 * Фу) (т) 


определена для любых 5 Е Киу > 0. Более того, она ограничена и 
бесконечно дифференцируема в полуплоскости у > 0. Из теоремы 1 
п. 5.3. следует, что и(х,у) + {(5) при у -$ +0. 


Дифференцированием под знаком интеграла легко доказывается, что 


интеграл 
4+0 
1 
чех | токи“ 


-_© 


является гармонической функцией, т.е. удовлетворяет уравнению Ла- 
пласа: 


вы о 
922 ' ду?‘ 


Пример 2. Семейство функций 


2 г и 
фе(=) = - е-%, #>0,— д 


2 Ул 


является д-образным при # -+ +0. (Доказать это утверждение в качестве 
упражнения.) 





Для любой непрерывной ограниченной функции {(5), 5 Е В, функ- 


ция 
и(т, 1) = (1 *4:) (2) 


определена для любых х Е Киё > 0. Кроме того, она ограничена и 
бесконечно дифференцируема при # > 0, а из теоремы 1 п.5.3 следует, 
что (2,6) Го при # -+ +0. 

Легко доказывается, что интеграл 


40 
1 |} _ 2-91 } 1 
и(х,&) = —— ее 4 а 
д = т / о 
—с 
удовлетворяет одномерному уравнению теплопроводности 
бы _ о 
9+ 0д22` 


22 Зак. 193 
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$6. Многомерные преобразования Фурье 


6.1. Определения и обозначения. Как и для функций одного 
переменного, определенная на В" функция называется локально 
интегрируемой на В", если она абсолютно интегрируема на лю- 
бом ограниченном измеримом множестве пространства В”. 


Определение 1. Для любой локально интегрируемой функ- 
ции (5), тЕ В", предел 


Ц а 
В, / 9694 
А 
где Д! = {1: 1<1;<1]=1...,п}, будем называть инте- 


гралом по В” в смысле главного значения и обозначать 


ур [ +2) ах.. 
В" 
В дальнейшем будем предполагать, что все рассматриваемые. 


функции определены на Е” и, вообще говоря, принимают ком- 
плексные значения. 


Определение 2. Для любой локально интегрируемой функ- 
ции / : В" -› С функция 


. 1 . ` 
— . —КЕх) 
ПО птуеур | Мда, Ц 
В". 
где ё = (&,...,&), (&,5) = &111+.--+ тп, называется преобра- 
зованием Фурье (или образом Фурье) функции {, а функция 
_ 1 
= р |. 26,2) 
КО = туп Ур / еее ы ) 


называется обратным преобразованием Фурье (или прообразом 
Фурье) функции }. 

Очевидно, для любой абсолютно интегрируемой на В” функ- 
ции } интегралы (1) и (2) существуют как обычные несобствен- 


ные интегралы для любого & Е В”. Более того, функции }(&) и 


(Е) на В" непрерывны и ограничены. 
Как и в случае одного переменного, в общем случае оператор РЁ: 


7 > / называется оператором (или преобразованием) Фурье, а 
оператор Р-! : } -+ { — обратным преобразованием Фурье. 
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Пример 1. Найдем преобразование Фурье функции 
(<=) = е- За? 1, т = (11,...,2), а>0. 
По определению, 


1 


1 
Е г — Кат, ат) о- 62) = 


= 
40° 


В примере 3 в п. 4.4 показано, что 


е- (аз); фр, = П Е 7 #е= . 


= 


Е (= = 1-8) 
. а 
Следовательно, 


НО) = =). 


Лемма 1. Пусть функция [(т) на В" непрерывна у имеет 


непрерывную производную 5: Тогда, если } и эх абсолютно 
г; : 
2 2 
‚ интегрируемы на В”, то 


о А В 
в] = 5/0, 25% | = №79. 


Лемма 2. Если функции }(т) и т, {(т) абсолютно интегри- 


руемы на В", то Кё и НО на В” непрерывны и имеют непре- 
рывные производные по &;, причем 


_ в 2 9 __ 
8 = в; 1), 5. 5-е, 1 (а). 


Эти утверждения доказываются так же, как и в случае п = 1. 
Чтобы их обобщить, введем некоторые новые обозначения. 





Пусть а = (а1,..., 2), где ол,...,@т — целые неотрицатель- 
ные числа. Тогда для любого т = (т1,...,2п) по определению 
положим: 


Ян": 


22* 
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Аналогично, если О; — оператор дифференцирования по 1-й пе- 


ременной, то 
ру =рм... ра" 


обозначает производную порядка |@| = о1 +---+ оп от функции {. 
В этом случае а называется п-мерным мультииндексом с компо- 
нентами @1,... ‚Ол. 


Теорема 1. Если сама функция } и все ее производные до 
т-го порядка включительно непрерывны и абсолютно интегри- 
руемы на ЕП, то 


ЕЛ = Дб, и - сочеле, 
для. любого ©, у которого |а| < 
Теорема 2. Если сама а (т) и 608 произведение 
т }(т), |@| < т, абсолютно интегрируемы на В, то (Е) и 


КЕ) на Е" непрерывны и имеют непрерывные производные до 
т-го порядка включительно, причем 


ре} = (-9 Ее), = РЦ (1) 
для любого а, у которого |[а| < т. 
Следствие. Пусть функция }(т) на Е" непрерывна и имеет 


непрерывные производные до (п+1)-го порядка. Тогда, если она 
сама и все ее производные „Раф, [а] < п +1, абсолютно инте- 


грируемы на В", то }(ё) и} Ре) тоже абсолютно интегрируемы 
на К". 


Доказательство. Из теоремы 1 следует, что 


[ео] = “ЧА =>. 


Поэтому 


вИ+У Нл] = [1+ 6" ИЛЬ 
9=1 1=1 


причем все слагаемые в левой части этого равенства ограничены, 
Следовательно, существует постоянная С’ такая, что 


ее (3) 


1+ > р 


Аналогичное неравенство справедливо и для } (Е ). 
Следствие доказано, так как интеграл по В” от функции, стоя- 
щей в правой части неравенства (3), сходится. 
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6.2. Формулы обращения. Пусть функция {(т), х Е В", непре- 
рывна и абсолютно интегрируема на К”, и, кроме того, ее преобра- 


зование Фурье {(&) тоже абсолютно интегрируемо на В”. Докажем, 
что при этих условиях для любого г Е В” справедливо равенство 


Г Лоев а = (то), (1) 
| 
где 


з 1 тб 
КО - рта ] Пе, 


Вместо интеграла (1) рассмотрим интеграл 
^ 2:2 ь 
де) = [ ое ее®а, в>0 6 
В® 


Подставив в него выражение для }(&), замечаем, что при любом 
Е > 0 можно поменять порядок интегрирования. Поэтому 


1 де дл. мг 
Л (т) = [9 "8 [ зе Ут) 4 | ду= 
В" В” 





= [ла+=) пера |1 ал. 
В" В" 


г 


Здесь под интегралом в скобках стоит преобразование Фурье функ- 
2? 
ции 9(&) =е 2”, В предыдущем пункте показано, что 


Следовательно, 


ле) = [| паче а 
В" 


Сделав здесь замену 77; = (уе, 1 = 1,2,...,п, получаем 


2(2) = 7 Дачеде- НА к. = (3) 
К" < 
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Интеграл (3) сходится равномерно по = на отрезке [0;1], и 
функция } непрерывна. Следовательно, в интеграле (3) можно 
перейти к пределу под знаком интеграла при Е -+ +0, и поэтому 


ит, (в) = /(2)(2т)". = (4) 


С другой стороны, интеграл (2) тоже сходится равномерно по Е 


на отрезке [0;1], так как мы предположили, что ](&) абсолютно 
интегрируема на Е", Следовательно, 


д бо) = | ое. (5 
В” 


Теперь равенство (1) ‘следует из соотношений (4) и (5). 


Теорема 1. Если функция {(т), тЕ Е", непрерывна и аб- 


солютно интегрируема на Е”, и ее преобразование Фурье }(&) 
тоже абсолютно интегрируемо на ®", то 


Е-ЦРИ = /. | (6) 
Если же НО абсолютно интегрируемо на В, то а 
Е[Е-Ц] = /. (7) 


Действительно, формула (6) следует из равенства (1), а фор- 
мула (7) доказывается точно так же, как и формула (6). 

Из этой теоремы и утверждения, доказанного в конце преды- 
дущего пункта, получаем следующую теорему. 


Теорема 2. Пусть функцил }(т) на В" непрерывна и имеет 
непрерывные производные до (п+1)-го порядка. Тогда, если она 
сама и все ее производные до (п-+1)-го порядка абсолютно ин- 
тегрируемы на В", то для нее справедливы формулы обращения 
@(). 

Через 5 обозначим множество всех бесконечно дифференциру-. 
емых функций }: Е" -+ С, обладающих следующим свойством: 
для любых п-мерных мультииндексов с и р с неотрицательными 
компонентами 

зир [580 (5) < +00. 
хЕК^ 


Очевидно, множество 5 с естественными операциями сложения 
двух функций и умножения функции на число является линейным 
пространством. Это пространство, введенное Л. Шварцем, будем 
называть пространством быстро убывающих функций. 
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_ 36. Многомерные преоори и 


Из теорем 1 и 2, доказанных в пункте 6.1, как и в случае п = 1, 


следует, что если / Е 5, то} Е биГЕ 5, т.е. преобразование Фу- 
рье и обратное преобразование Фурье пространство 5 отображают 
в пространство 5, т.е. 


Е] с5, Е $] С 5. 


Отсюда и из формулы обрашения следует, что на самом деле пре- 
образования Фурье отображают 5 на 5, т.е. 


_Е[$] = 5, ЕЦ 5] = 5. 


{ 
{ 


6.3. Равенетва Парсеваля. Чтобы не вдаваться в технические 
сложности, будем рассматривать функции из пространства 5 бы- 
стро убывающих функций. При этом условии докажем равенство 


(,9) = (1,9), (1) 


где ({,9) — скалярное произведение в пространстве Г, т.е. 
(1,9 = | оба. 
К” 


Прежде всего заметим, что 


= 1 Е = 

59 = ртр 94 86) 
В" 

Поэтому , уз’. & 


(= | [сту | 999 |4 
К” В` 


Так как здесь функции ] и 9 из пространства 5, то можно поме- 


нять порядок интегрирования: , 
.А # 


а 1 = — (5 | ь. 
(7,2) = . 1 (2) вуя/ (Ее) аЁ | ат. а 


Под интегралом в скобках стоит преобразование Фурье функции 


9(Е), которое, согласно формуле обращения, равно 9(т). Следова- 
тельно, 


(9) = ] еб) ат, 
К" 


что и доказывает равенство (1)... 
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Аналогично доказывается, что 


(9) = (4,3). — (2) 


Равенства (1) и (2) называются равенствами Парсеваля. Они 
показывают, что преобразование Фурье (как прямое, так и обрат- 
ное) сохраняет скалярное произведение. В частности, 


Я = ВИЙ = ВЯ. 


Такие отображения называются о ричесНАни или изометри- 
ями. 


6.4. Свертка и преобразование Фурье. Для удобства немного 
изменим данное выше определение свертки, добавив множитель 


1/(2т)"/?. А именно, положим, по определению, 
ф*ф = я ти, ] Ф(У) Чт — у) а. 


Докажем равенство 


Еф* 4] = Е] - ЕШ. (1) 


Как и в предыдущем пункте, для простоты будем предполагать, 
что функции ф и ф принадлежат пространству 5. Тогда 


Рф*+] = = ] ] ф(у)4 (2 — у) ду | 94 = 
Вт 


Вт 


- вт / 9 . Че — уде- А а | ау. 
К" 


Легко проверяется, что для функций из пространства 5 перемена 
порядка интегрирования законна. Сделав еще замену у —- у =7, 
получим 


Е[ф*ч] = Е =] ф(у)е` 9 ау | (пе "9 ат = Рф] - РМ. 
К" К” : 


Аналогично доказывается ‚› что 


Еф + = Е. Е. (2) 


Докажем еще равенство 


Еф] = ЕФ] * РУ). (3) 
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По определению, 





Е * РМ =ф*9= ВВ _ ф(пу$(Е — п) = 
В” 
1 2 1 —ИЕ-—тт 
= вет | #9) сут / а (12) ад | = 
К” К” 
= а ] (ге ] О 
в" К” 


1 а 

| = 2”) ео (62) ах = РУ. 
. у В” 

Аналогично доказывается, что 


РЦ = РФ * ЕТУ. (4) 


Равенства (1)-(4) иногда называют формулами Бореля. Их 
можно сформулировать следующим образом: 

Преобразование Фурье свертки двут функций равно произ- 
ведению преобразований Фурье этих функций, а преобразование 
Фурье произведения двут функций равно свертке преобразова- 
ний Фурье этих функций. 


Глава 16 
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


$1. Асимптотические формулы и асимптотические ряды 


1.1. Асимптотические оценки и асимитотические равенства. 
Пусть функции (т) и 9(т) определены на некотором числовом 
множестве Х, и пусть & — конечная или бесконечная предельная 
точка множества Х. Тогда соотношения 


(т) = 0(9(т)) при 2-6, 
Г(2) = 0(9(1)) при 1—6, 
которые были введены в $ 5 главы 2, называются асимптотиче- 
скими оценками (функции } с помощью функции 9 при х -+ &). 
А соотношение [{ (т) -> 9(7) при х -> &, которое равносильно усло- 
вию ][(т) = 9(х) + 0(9(т)) при 5 -+ &, называется асимптотиче- 
ским равенством функций } и д при т — &. 
Асимптотические оценки и асимптотические равенства назы- 
ваются асимптотическими формулами. 
Рассмотрим несколько примеров получения асимптотических 
формул. 
Пример 1. Получим асимптотическую формулу для приближен- 
ного вычисления шп!. 
Для любого п Е № имеем 


й п Е з п 
лоза» = >. ] шзаз < шк <>. 
1 | к = 


= 


+1 п-+1 


за» = зе. 
& 9. 


ау и—2 Е=2 
А так как | шг4з = 22 -2+С, 10 


пшп-п+1< шп! < (п+Ш(п +1) -п+1. (1) 
Следовательно, шп! ^^ пшп при п -> со или, что то же самое, 


пп! = лшп+ оп шп) при п- +0. 
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В этом случае функция п шп, п Е М, называется главным членом 
асимптотики функции тп! при п -» +с0. Из неравенств (1) можно 
получить и следующий член асимптотики для пп! при п -} +с0. Дей- 
ствительно, так как 


1 < Шт! -пшп-+ п < шп + (п+1) п (1+7) +1, 


вл (1+1) < | | | 
п п , 


шп! = яшл-п+0О(шп) при п- +0. 


Пример 2. Найдем асимптотическую формулу для функции 


х ее 
(т) = } 1 4. 
1 
Интегрированием по частям получаем 


Иа) =е (наче - 


У 


е 
[еа+и+ +1) +71 | ета 


1 


Следовательно, -. : 


поте но (=) при 1+0. (2) 
: Е=1 у # 


При т > +00 каждый член суммы (2) есть бесконечно малая функ- 
ция по сравнению с предшествующим членом. При п -+ со получаем 
ряд 


со 
и 
а 
К=1 


Отметим, что этот ряд расходится при любом значении г Е Ю. Его 
частичные суммы, в отличие от классических рядов, дают относитель- 
ное, а не абсолютное приближение рассматриваемой функции. Такие 
ряды называются асимптотическими. Их частичные суммы исполь- 
зуются для описания поведения функции в пределе при стремлении х к 
рассматриваемой предельной точке. 
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1.2. Асимитотические ряды. Последовательность асимптотиче- 
ских формул 


(5) = Фо(2) + о(фо(т)), 
(5) = 4о(т) + 41 (=) + о(41 (=), 


приз > &, тЕ Х, где & — предельная точка множества Х,, на кото- 
ром определены рассматриваемые функции, называется асимпто- 
тическим разложением функции } по функциям ф(т), Ч (т), 


42(т),... прит -+ Е. 
В этом случае пишут 


(т) = 40 (т) + 41 (2) + 42(т) +... +4. (2) +... 


или короче: 
г) = Ук). 
к=0 


Обычно асимптотические разложения записывают в виде ряда 
со$0(2) + с1ф1(5) +... + спфи(т) +... 


с некоторыми коэффициентами со, с1, ..., сп, ..., где фо(т), 


ф1(7), ..., Фп(5), ... — наперед заданные или специальным 
образом выбранные функции. 


Определение 1. Пусть функции ф»(т), п = 0,1,2,... , опре- 
делены на некотором числовом множестве Х, и пусть & — предель- 
ная точка множества Х (конечная или-бесконечная). Последова- 
тельность этих функций называется асимптотической последо- _ 
вательностью при х -$ &, если каждая функция ф„(т) в любой 
окрестности предельной точки & отлична от тождественного нуля 
иУт фичи(е) = оф» (=)) при 2+6. 


Например, последовательность ф„(7) = (т—а)", п = 0,1,2,..., 
является асимптотической при 5 -›а, а последовательность фл (5) = 


=1", п = 0,1,2,..., является асимптотической при г -+ + хи 
при < -$ —00. 


Определение 2. Пусть функции +0(7), ф1(т),...,фп(т),..., 
определенные на множестве Х, образуют асимптотическую после- 
довательность при т -$ &, где & — предельная точка множества Х, 
и пусть на множестве Х задана функция }(т). Тогда асимптоти- 
ческое разложение 


1 (2) = софо(+) + с1ф1( 2) +... + спфи(т) +... . 
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называется асимптотическим разложением (или асимптоти- 
ческим рядом) функции } по асимптотической последователь- 
ности {фп(т)} прит > Е, ТЕХ. 


В $2 главы 4 была доказана теорема о единственности асим- 
птотического разложения функции по степеням 1 — то при т - 10. 
Аналогично доказывается и общая теорема о единственности асим- 
птотического разложения. 


Теорема. Если асимптотическое разложение данной функ- 
ции по данной асимптотической последовательности сущест- 
вует, то оно единственно. 


Докажите в качестве упражнения.) 

аметим, что разные функции по заданной асимптотической 
последовательности могут иметь одно и то же асимптотическое 
разложение. Например, 


ет = 0.00.2 1+... +0." +... при х- +00, 


и то же разложение имеет функцию } (7) = 0. 

Заметим еще, что асимптотическое разложение заданной функ- 
ции по заданной асимптотической последовательности не всегда 
возможно: Вообще, основной задачей при описании асимптоти- 
ческого поведения заданной функции } при т -+ & является за- 
дача отыскания удобной асимптотической последовательности при 
т -> &, по которой возможно асимптотическое разложение функ- 
ции ] при т -$ &. 


1.3. Свойства асимптотических разложений. Элементарные 
свойства асимптотических оценок и асимптотических равенств бы- 
ли рассмотрены в $ 2 главы 4. Из этих свойств очевидным образом 
следует свойство линейности асимптотических разложений. 


Теорема 1. Если функции { (т) и 9(1) допускают асимпто- 
тические разложения 


(т) = У`анфк(т), 9(2)= У бык (т) 3 
К=0 К=0 


по асимптотической последовательности {фк(т)} при х — &, 
то ит линейная комбинация а} + В9 тоже допускает такое 
разложение, причем 


а/ (2) + В9(2) = У \(авь + ВЫ)фь(=) при 2-Е. 
к=0 


Докажем теорему об интегрировании асимптотическит 
рядов. 
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Теорема 2. Пусть функции фь(т), К = 0,1,2,..., опреде- 
ленные на промежутке [а; &), непрерывны, положительны и аб- 
солютно интегрируемы. Тогда, если функции фь(т) образуют 
асимптотическую последовательность при т -> &, то функции 


& 
Фк(т) =: [ е® а к=0,1,2,..., 


х 


тоже образуют асимптотическую последовательность при 
т ->6. 

Кроме того, если функция ](т) имеет асимптотическое 
разложение 


Ла) = Уса) при в-6 


К=0 


& 
и интеграл Е(т) = [ (Е) 4Е стодится, то 
х 


со 
Е(т) = У ‘ск Фк(2) ’ при 1-Е. 
к=0 | 
Доказательство. По правилу Лопиталя 
п Фи+1 (2) _ п Фа (2) 
т Ф,(т) 1—3 Фе (х) 


Первое утверждение доказано. 
Далее, положив ы 


=0 УК. 


т”(2) = /(2) - У сьфЕ(т), 
к=0 
& 
В,(2) = ] то (6) 46 


т 
тоже по правилу Лопиталя получаем: 
Вт В» (2) = Нм ги (2) = 
1 Ф,(т) 1 фл(т) 
Теорема 2 доказана. 


Аналогично, по правилу Лопиталя, доказывается следующее 
утверждение. 











в 


$2. Асимптотика интегралов Лапласа 359 


Теорема 3. Пусть функция }(т) непрерывна, а функция 
9(%) непрерывна и положительна на промежутке [а;&), где 
а <& < +00, и, кроме того, интеграл от 9(5%) по этому про- 
межутку расходится. Тогда если }(т) = 0(9(т)) при т - &, 


то : 
т 


] но&=о 4 Е ф-&. 


Докажите это утверждение в качестве упражнения. 
Отметим, что в общем случае дифференцирование асимитоти- 
ческих равенств и асимптотических рядов является незаконным. 
Например, функция /(т) = е`" зщ(е?) такая, что 


Уп №9) = (+) ° при а. 


Поэтому при т -} +с0 она имеет асимптотическое разложение по 


асимптотической последовательности {2 ® }, причем все коэффи- 
циенты этого разложения равны нулю. Однако функция 


7’ (=) = -е *зиц(е") + соз(е?) 


не имеет асимптотического разложения по последовательности 
{==} при Е -+ +00. 


Замечание. Асимптотические разложения по степенным 
асимптотическим последовательностям называются степенными асим- 
птотическими рядами. С этими рядами можно обращаться точно так 
же, как и со сходящимися степенными рядами. Читатель без особого 
труда может сформулировать и доказать соответствующие утверждения. 
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2.1. Идея метода Лапласа. В этом параграфе рассмотрим метод 
построения асимптотики интегралов вида 


Е(Л) = ] 1(г)е—^5®) ат, ЛЕВ, (1) 
1 


где А — конечный или бесконечный промежуток, а функции } (т) 
и 5(т) определены на Д и принимают действительные значения. 
Такие интегралы будем называть интегралами Лапласа. Нас бу- 
дет интересовать асимптотика интегралов вида (1) при Л -> +00. 

Чтобы не отвлекаться на второстепенные детали, будем пред- 
полагать, что в интеграле (1) промежуток ДА конечный, Д = [а;6], 
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функция /(5) непрерывно дифференцируема, а функция 5(т) два- 
жды непрерывно дифференцируема на [а;6]. Кроме того, будем 
считать, что функция 5 имеет на А минимум только в точке 
5. Е А, причем этот минимум строгий. 

Метод Лапласа получения асимптотики интегралов вида (1) со-. 
стоит в последовательном выполнении следующих этапов: 


1. Если }(т0) 2 0, то интеграл (1) заменяется интегралом 
по сколь угодно малой окрестности точки то. При такой 
замене допускается относительная погрешность, которая 
стремится к нулю при Л -+ +00. Это утверждение назы- 
вается принципом локализации, 

2. В малой окрестности точки то функции (5) и 5(т) за- 
меняются главными членами их тейлоровских разложе- 
ний при т -> 10, и задача получения асимптотики инте- 
грала (1) при Л - +0 сводится к асимптотике достаточно 
простых интегралов. 


Пример 1. Пусть хо = а, 5'(а) > 0, /(а) #0, и поэтому _ 
(г) = Ка) +0), 5(а) = 5(а) + (#-а)5' (а) +о(=-а) 


при т -? а. Тогда по методу Лапласа для любого малого = > 0 при 
А +500 получаем следующую цепочку асимптотических равенств 


а-+е = о 
Е(л) — | [(х)е-^5®) ах => Пе [тм 4. 
0 


а 


А так как . 
, 1 
—^5' (а) (п — —_ е-^5$(а)е 
Дема уу (1-9), 
На . 
- Даде-^8 о) 
а)е_^?\® 


Пример 2. Пусть 20 Е (а;6), 5'(520) =0, 5" (50) > 0, и поэтому 
(5) = Г(то) + о(1), 
5(2) = (во) + 55" (во(е — то)? +0 ((— 20)') 


при т -+ хо. Тогда по методу Лапласа для любого малого Е > 0 при 
А  +с0 имеем: 
то-Е Е 


Е(л) > ] 1(2)е-^5@) р > (то)е- >80) ] е- 25" (во) 


то-= ` — 





$2. Асимптотика интегралов Лапласа 361. 


Сделав в последнем интеграле замену и = А& где А = \/0,5^5"(10), 
получим : 


Е 1 вА 
— АЗ? и 
е @&=-— ее“ ди. 
‚ А ] 
— —ЕА 
А так как 
ЕА +с0 
й 2 —_ 2 
ао р" аи = Ге и фи = ут, 
А>-+со 
—ЕА — со 
то при Л -} +с0 : 
Е 
ее Ут 
д 
—Е 
Следовательно, 


2 
Е(Л) > \/ у (вое при Л - +00. 


Пример 3. Пусть хо = а, 5'(а) =0и 5"(а) > 0. Тогда, как и в 
примере 1, получаем 


и) 


а-+Е : 
г 0 


где А = \/0,5Л5"(а). Далее, 


Е 1“. 11 1 9 
— АЗ? А — 2 о —и2 мо 
Де в=з [< д] ди дэ 
0 0 0 


при Л -> +с0. Следовательно, 


1 2т : 
Е(л) 2\ | 5(а) Г(а)е-^5@® при Л-+ +0. 


В конце этого параграфа все формулы, полученные в рассмо- 
тренных примерах, будут строго доказаны. Более того, будут по- 
лучены более точные асимптотические равенства. 
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2.2. Асимптотика канонических интегралов. Начнем с рассмо- 
трения простейшего интеграла Лапласа 


+9 
Е(т) = ] 1(т)е`^ 4х, ЛЕВ. (1) 
0 
Лемма 1. Пусть интеграл (1} сходится абсолютно при не- 


котором А = №. Тогда, если функция | (т) в точке т = 0 удо- 
влетворяет условию Липшица порядка 1, то при А > +со 


(0) 1 
Е(л) > +О0 55}. (2) 
Доказательство. Напомним, что, по определению, функ- 
ция {}(5) в точке г = 0 (в данном случае справа) удовлетворяет 
условию Липшица порядка 1, если существуют 6 > би М >0 
такие, что 
(2) — 1(0)| < Мз Уте [0;5]. 


Интеграл (1) представим в виде суммы двух интегралов 


Я 


5 +9 
и (^) = [ (ее др + / (ее ао. 
0 б 


Очевидно, 


5 6 
едем 2 | ое 41| < 
0 0 


5 м Аб 
< М | зе`№ ах = за / 94 
о 0 


и поэтому 


[ доезеаь = О | мае+о (=) и: 
0 т 


при А > оо. А так как 
и ат = — -— сам 


0 


> 
> 
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то 
6 
[ поем = о +о (5%) при Л-» +00. 
0 
Далее, 


+0 +00 
] (зем аз] < . ее-№ дев (3) 
5 5 | ` 
для любого Л > Ло и любого б > 0. Следовательно, этот интеграл 


при Л -» +с0 экспоненциально мал по сравнению с 1/^, и поэтому 


его значения не влияют на асимптотику интеграла (1). Лемма 1 
доказана. 


Отметим, что последнее утверждение, вытекающее из неравен- 
ства (3), называют принципом локализации для интеграла (1). 


Следствие 1. Пусть интеграл (1) стодится абсолютно при 
некотором Л = Ло. Тогда, если функция }(т) в точке х = 0 
имеет конечную производную, то 

1 
№ 

Действительно, в этом случае функция {(т) в точке х = 0 удо- 
влетворяет условию Липшица порядка 1. 


во = +0 ( ) на А оо. . 


Лемма 2. Пусть интеграл (1) стодится абсолютно при не- 


котором Х = №. Тогда, если функция } (т) в точке г = 0 имеет 
конечную производную п-го порядка, п > | то 


! (п- | 
во - РЯ но ( 1 ) (4) 





Х Ап Ап 
при Л -+ +00. 


Доказательство. По формуле Тейлора 
1 
=) = 0 + Гот + ДИ (0) + о") 


при 5 -+ +0. Поэтому существуют 6 > 0 и М > 0 такие, что 


п-1 (к) 
| = У’ ГО) к 


К! 
к=0 





<М:" Ухе [0; 5]. 
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Тогда 


—1 го 


5 п 
] 1(х)е`^? ат — = 
0 к=0 





6 
"| тке-^? дх < 
о 


5 
< м | тпе-^? а. 
0 * 


Интегрируя по частям, получаем 
5 
п 1 = 
+ х ] т 1е № ах = 
0 


1 
—1,.-А —_ 
т" е т ат =оО (5==) 


6 





5 
1 
] хЗе-А? ат = —2апе-^ 
А 
0 


— 1 т 26 п 
= х6’е +5 


-=—. 


при Л -} +со. Аналогично, 


д д 
1 К! 
к -^ —^ —№ —^ 
зе "ш=М. р [ 7 4х + о(е`^°) = ет + 0(е 5) 
0 те 0 
при А -? +с0. Следовательно, 
д 
(®) (0 1 
е- А ‘1 
[5 Г: 4х бо г +0 ( ==) 
0 
при Л -$ +0. Отсюда и из принципа локализации получаем асим- 
птотическое равенство (4). Лемма 2 доказана. 


Следствие 2. Пусть интеграл (1) стодится абсолютно при 
некотором А = №. Тогда, если функция }(т) в точке т = 0 бес- 
конечно 9ифференцируема, то 

1‘) (0) 
=>. О, при Л- +0. 








Пример 1. Вычислим асимптотику интеграла вероятностей 


$(т) = > [= а 
о 


при т > +00. 
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+ оо 


Так как ] е-? &= Ут, то 


о 


+ оо 


Ф(т) =1- ЕР) | Е(х) = ] е-® &. 


г 


Преобразуем интеграл Р(т) к виду (1). Для этого сделаем сначала замену 
ф = хт: 
+00 


`ЕР(т) =т ] е-="т* ат, 
1 


а затем замену т = У1-+ и: 


2 


1 то 
Е(т) = ое" | ==“. (1+ и) 1/2 ам. 
0 
Мы пришли к интегралу вида (1), у которого Л = 22, 


(и) = 2+) и /®9(0)= (1) (2Е-1)!!. 


Следовательно, при х — +0 


$(т) =1- Е —=? х (- Са! ии 


12 
Полученные выше асимптотические формулы для интегралов вида (1) 
легко переносятся на интегралы вида 


. 40 
Ва) = ] где-№ аз. (5) 


Лемма 3. Пусть интеграл (5) стодится абсолютно при не- 
котором А = Хо. Тогда, если функция }(т) в точке г = а имеет 
конечную производную п-го порядка, то при А {со 


—Аа 1 (п-1) 
Е (А; а) = -- (о+ 2+. Я +о (5 (6) 
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Действительно, 
+09 . 
Е(Л; а) =е № ] 1(т +а)е`^? ат, 
0 


и формула (6) получается из формулы (4). 
Теперь рассмотрим интегралы Лапласа вида 


+ оо 
Ел) = ] 1(2)е-^№" ат, ЛЕВ. | (7) 


Лемма 4. Пусть интеграл (7) стодится абсолютно при не- 
котором А = №. Тогда, если функция }(т) в точке х = 0 удо- 
влетворяет условию Липшица порядка 1, то при А + +0 


во) =з/тло+о (1). в 


Доказательство. Как и при доказательстве леммы 1 инте- 
грал от 0 до +-с0 разобьем на два: от 0 до д. > Оиот д до +0. 
Тогда 


5 б 
] Хаде-м? ] Ноде-№? 4 < 
0 0 





6 ; 
б 
м _ М -м| _М (м 
<М [зе ое = е )ь 
0 
и поэтому . 
| 5 6 | } | 
едем ах = Г [= 4+0 (5) } (9) 
0 0 
А так как 


+ +0 


б : 
— 12 _ 72 _ 72 
Дема = | ве | аа, 

0 0 


4 
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где 
+0 1 
АИ 
] е ах = 5 \/. 
0 Ч, 
+ +00 1 
‚ е-^2* д < 5 ] те-^ 4х = ре 
6 5 
то 


+09 1 1 

] е-^=? ах = т +о0|[- при А > +0. : 
ух" °\ \ 

0 - 


Отсюда и из формулы (9) получаем 


] 1(2)е м ат = Ио +0 (5) при А -$ +00. (10) 
В. 


Наконец, 


+9 +09 | 
| Пае-м" аа < ] Пет" а ео м 
5 5 


для любого А > Ло и любого б > 0, т.е. для интеграла (7) тоже 


имеет место принцип локализации. Отсюда и из формулы (10) 
получаем асимптотическое равенство (8). Лемма 4 доказана. 


Следствие 3. Пусть интеграл (7) сходится абсолютно при 
некотором Л = №. Тогда, если функция }(т) в точке т = 0 
имеет конечную производную, то для Е›(Л) при А — +с0 спра- 
ведливо асимптотическое равенство (8). 


Лемма 5. Пусть интеграл (7) стодится абсолютно при не- 


котором А = №. Тогда, если функция }(т) в точке х = 0 имеет 
конечную производную п-го порядка, то при А + +0 


Е (л) = о (чо (х" о 
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Доказательство. Из формулы Тейлора для функции {(т) 
в точке 5 = 0 следует, что существуют 6 > 0и М > 0 такие, что 


п-1 (Е) 
1) -У` Г” (0) к 











р <М=" Уте (0; 5]. 
к=0 
"Тогда 
5 з 5 5 г 
— /(®)(0 
ДКеде- дт- у БО [6-е в < М [тем ат. 
0 2, о о 
Очевидно, 
оо +0 
ам юна | Нема „р (+1), 
2 2 2 
0 о 


К+1 
где Г ( : ) — гамма-функция Эйлера. 


Интегрируя по частям, получи: 
+со 





г 
] тке-^2" дд = ) ‚ тема = | 
б 62 | 
+0 
молот А-1 | к № 
= 2 ея #2 а = 
Е е в + 5 о е 
= ее 
Е Ра е-№ — №6? 
т | Тем@-о (е ) | 
62 
а поступая так и далее, видим, что. 
+00 
] тке- № 4 = о (7%) при Л- +0. 


6 
Таким образом, при А — +00 


д 
ВЫ 4х = 
0 


ЕЮ (о 


=> 





ль г (= : т № +0(^*). а) 
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А так как 
оо 4 со 
Д неде-м ат] < Доле дат: е-©-^0)6? 
5 6 


для любого Л > № и любого 6 > 0, то отсюда и из (12) получаем 
асимптотическое равенство (11). Лемма 5 доказана. 

Следствие 4. Пусть интеграл (7) стодится абсолютно при 
некотором А = Ло. Тогда, если функция [(т) в точке х = 0 бес- 
конечно дифференцируема, то при А + +со 


вл) = Го т г“) д. (13) 


Напомним, что если С вааЕАой, К = 2р +1, то 


г(* 1) =Гр+1 = 


а если К четное, К = 2р, то 


(Е) (6+1) ям 


Выпишем несколько первых членов асимптотического разложе- 
ния (13): 


ВАХ) = ТОМА + РА 


+4" (0)\/л-? + Е Х-2 + 


2.3. Асимитотика интегралов Лапласа. В этом пункте рассмо- 
трим интегралы Лапласа общего вида: 


Е(л) = ] ()е-^5 а, лев (1) 
А 


где А — конечный или бесконечный промежуток. Напомним, что 
здесь функции / (5) и 5(т), определенные на А, принимают только | 
действительные значения. 

Для удобства введем одно новое понятие. 


Определение. Точка 50 Е А называется точкой сильного 
минимума функции 5(т) на промежутке А, если для любого д > 0 
справедливо строгое неравенство 


Ао) а. й 


где, как обычно, Оз(то) — д-окрестность точки 50. 


25 Зак. 193 р м. 
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Очевидно, если функция 5(т) определена и непрерывна на от- 
резке [а;6] и только в точке то Е [а; принимает наименьшее 
значение, то точка то является точкой сильного минимума функ- 
ции 5(т) на отрезке [а;6]. Легко видеть, что в общем случае это 
утверждение является неверным. 

Теорема 1. Пусть интеграл (1) по промежутку А = [а;5) 
сходится абсолютно при некотором А = №, и пусть точка 
Х = а является точкой сильного минимума функции 5(т) на 
промежутке [а;5). Тогда, если в точке т = а функции }(т) и 
5(т) имеют конечные производные }'(а), 5'(а) и 5" (а), причем 
5'(а) > 0, то при А + р 


воет (ло+о(1)). 5 8) 


Доказательство. Так как 5’(а) > 0и 5'(т) непрерывна 
(справа) в точке 5 = а, то 
356>0: 5’(т)>0 УтЕе[а;а+ 6]. | 
Интеграл (1) по промежутку [4;65) представим в виде суммы 
двух интегралов 
а-+6 


= |9 1 (з)е-^8 6) ах + [лы /()е-^5(®) ад. (4) 


а+6 
Очевидно, если $ < +00, то, не ограничивая общности, можно 
считать, что д <ф-—а. 

В интеграле по отрезку [а;а + 6] сделаем замену у = (т), где 
4(5) = 5(т) — 5(а). Функция у = ф(т) на отрезке [а; а + 6] строго 
возрастает, ф(а) = 0, (а +6) = 45, где Д5 = 5(а +5) - 5(а), 
и поэтому имеет обратную х = $(у); уЕ [0; 45$], причем ф(у) 
дифференцируема и ф’'(у) = 1/5" (=). Таким образом, 

а-+5 


] 1()е-^9 8) др = е-^9@) [лы о (уе-м а, (5) 


где к 9(у) = 1(Ф(у))Ф(9) в точке у = 0 имеет конечную 
производную. Действительно, 


9'(0) = Но Я = 1 ти 1(2)5'(а) - /(а)5' (=) 








у—>-+0 у г 5' (а)? 1—а-0 5(т) -— 5(а) 
_ 1, 1250-99 _ 
5' (а}3 и х-а к 
1 





= Эс (65а)  1(@)5"(@)). 


$2. Асимптотика интегралов Лапласа 371 


Следовательно, последний интеграл в равенстве (5) удовлетворяет 
всем условиям следствия 1 из предыдущего пункта. Поэтому при 
А + 


лее да — е-^8@) (22 90 320 (53) , 


Положим ту = шЁ 5(т). Тогда 
[@+5;5) 


[ а )е-^5 (2) дх| < Пледы ах - е`(-№)те (6) 
а+5 а+5 : :в 


для любого Л > № и любого $ > 0. А так как ту > 5(а), то из 
этого неравенства следует, что для любого д > 0 второй интеграл 
в равенстве (4) при Л -» +со экспоненциально мал по сравнению 
се-^5(@), т.е. для асимптотики интеграла (1) при Л -+ +00 имеет 
место принцип локализации. Теорема 1 доказана. 


Замечание. Если, кроме условия 5’(а) > 0, предположить, что 


функции / (5) и 5(5) настолько гладкие в окрестности точки х = а, что 


функция 9(у) = 1(ф(у))ф' (9) в точке у = 0 имеет конечную производную 
п-го порядка, п > 1, то из леммы 2 предыдущего пункта следует, что 





при Л -+ +00. В частности, если функции / (т) и 5(т) бесконечно диф- 
ференцируемы в точке х = а, то при А > +0 


Ел) = = › и о \ 


Теорема 2. Пусть интеграл (1) по промежутку А = [а:5) 
сходится абсолютно при некотором А > Л, и пусть точка 
х = а является точкой сильного минимума функции 5(т) на 
промежутке [а;5). Тогда, если в точке х = а функции } (т) ц 
5(т) имеют конечные производные }'(а), 5'(а), 5"(а) и 5"'(а), 
причем 5'(а) = 0, а 5"(а) > 0, то при А + +0 \, 


2) зы” (+0 (3)).- ХО 
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Доказательство. Так как 5”(а) > би 5"(х) непрерывна 

(справа) в точке 5 = а, то 
36>0: 5"(2)>0 УзЕ[а;а +5]. 

А так как 5'(а) =0, то отсюда следует, что 5'(т)>0 УтЕ(а;а+ 6], 
и поэтому функция 5(5т) строго возрастает на отрезке [а; а + 6]. 

Интеграл (1) по промежутку [а;5) представим в виде суммы (4) 
двух интегралов по отрезку [а;а + 6] и по промежутку [а + 6;65}. 

В интеграле по отрезку [а; а + 6] сделаем замену у = ф(т), где 


$(=) = У5(=) — 5(а). 
Функция у = 4(т) на отрезке [а;а + 6] строго возрастает, 
(а) = 0, ф(а + 5) = УД5, где Д5 = 5(а+ 5) - 5(а), и поэтому 


имеет обратную 5 = $ф(у), уЕ [0;УД$], причем ф(у) дифферен- 
цируема: 


= 558-86) УзЕ (за+4, 


‚ ав точке у =0 


2 
ф (0) = 57а) 
так как З 5 
/ . яр 1 
ЕР У = 25” (@. 


Таким образом, 

а-+6 УА5 
| нео | оу а. 
. а 0 


Простым вычислением показывается, что функция 9(у) = 
= }(Ф(у)) ф'’ (у) в точке у=0 имеет конечную производную. Сле- 
довательно, последний интеграл в равенстве (8) удовлетворяет 
всем условиям следствия 3 из предыдущего пункта. Поэтому при 
А + 

а-+5. 


Е) 


А так как и в этом случае справедливо неравенство (6), т.е. 
имеет место принцип локализации, то формула (7) доказана. Тео- 
рема 2 доказана. 
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Замечание. Если, кроме условий, сформулированных в теореме 2, 
предположить, что функции } (& иб (т) настолько гладкие в окрестно- 
сти точки г = а, что функция 9(у) = /(р(у))ф' (у) в точке у = 0 имеет 
конечную производную 1-го порядка, п > 1, то из леммы 5 предыдущего 
пункта следует, что при Л -+ +00 


Е(л) = 5. 9“) (=“) ж +0(^*).. 





К! 


В частности, если функции /[(т) и 5(т) бесконечно дифференцируемы в 
точке т = а, то при Л $ +с 


° а(®) 1 
ЕО) = 5> р (“) =. 


&=0 2 


Пример 1. Найдем асимптотику функции Бесселя 
1 < с08 
1.(5) = = |е $ созпрар при х-— +00, 
0 

тгдепе №. 

Здесь /(ф) = созпф, 5(ф) = — созф. Функция 5(ф) в точке ф = 0 
имеет сильный минимум, причем 5(0) = —1, 5'(0) =0, 5" (0) = 1. 

По формуле (7) получаем 


мы Е о( 3) 
при т ->? +00. 


Пример 2. Найдем асимптотику полиномов Лежандра 
п 
1 
Р»(х) = - Е + У=2 -— 1с089)" ад 
о 


при п -+ со для т > 1. 
Перепишем этот интеграл в форме интеграла Лапласа: 
т. м 
Р»(т) = о м ад. 


п : 
о са 


Здесь Л = п, /(8) = 1 5(8) = —№(5+ Ут? - 1с080). Функция 5(0) 


имеет сильный минимум в точке 9 = 0, причем 


5(0) = -№(2+ 22-1), 5'(0)=0, 5"(0) = ее 
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По формуле (7) получаем 


_Е 1 [21(5+ У22 -1) п11(2+У=7-Т) 1 
т ИО я} 


Таким образом, при п -$ +00 


в = УЕ (+0 (3+)). 


Теорема 3. Пусть интеграл (1) по промежутку А = (а; 5) 
стодится абсолютно при некотором Х = №, и пусть точка 
то Е (а;5) является точкой сильного минимума функции 5(т) 
на интервале (а;5). Тогда, если в точке то функции { (т) и 5(т) 
имеют конечные производные }'(то), 5'(то), 5" (то), 5" (то), при- 
чем 5' (10) = 0, а 5"(т0) > 0, то при А -+ +0 


Е(Л) = дате” (л=д+о (35). - (9) 


Доказательство. В рассматриваемом случае 
го ь 
Е(^) = ] 1(2)е-5(®) ар + ) {(2)е-5@) ах. 
в 20 


Асимптотика второго интеграла получена в теореме 2, а первый 
интеграл заменой 1 = —у сводится к рассмотренному виду. Дей- 
ствительно, 


то - —в , 
ыы ах = | 1(-у)е-5®) ау = 


сутноо( 


при Л -+ +с0. Теорема 3 доказана. 
Пример 3. Найдем асимитотику гамма-функции Эйлера. 
ры в 
Г(:+1) =] Ре" 
1 
при т -? +о0. 
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Очевидно, 
+09 


Г(=+1) = е` +211 4. 
о 
Чтобы привести этот интёгралквиду (1), сделаем замену #=ху. Тогда. 


40 
Г(2+1) = ] е- (9-17) (у. 
0 
Мы пришли к интегралу вида (1), у которого А=х, 5(у)=у — шу, 5'(у) = 
1- — Функция 5(у) в точке у = 1 имеет сильный минимум, причем. 


5'(1) =0, 5" (у) = 1. Поэтому по формуле (9) получаем 
фт 1 р 
Г(5+1) = 5*е Мета (1+0 (=) при п <. 


Эта формула называется формулой Стирлинга. Из нее у формула 
Стирлинга для п! : 


п = Ут (1)" (. +0 (=)) при п+ 0. “т 


$3. Асимптотика интегралов Фурье 


3.1. Теорема Римана об осцилляции и ее следствия. Рассмотрим 
интегралы вида 


= ое, ЛЕК, (1) 


где А — конечный или бесконечный промежуток, а функции / (т) 
и 5(т) определены на А и’ принимают действительные значения. 
Интегралы вида (1) называются интеграмами Фурье, а функ- 
ция 5(т) называется его фазой или фазовой функцией. 
Согласно теореме Римана об осцилляции, если функция /[(т) 
абсолютно интегрируема на А, то 


Ша ] Ней ав = 0. . (2) 


А—>+со 


Это утверждение легко обобщается на интегралы Фурье вида (1) 
в случае, когда фаза 5(т) на А не имеет стационарных точек, т.е. 


. когда 5'(5) 72 0 на А. 
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Теорема 1. Если на промежутке А функция } (т) абсолют- 
но интегрируема, а функция 5(т) непрерывно дифференцируема 
и 5'(5) 2 0, то 

Вт Е(Л)=0. (3) 
А+ со 


Доказательство. Так как функция {(х) абсолютно инте- 
грируема на промежутке А, то для любого = > 0 существует фи- 
нитная ступенчатая функция /(т) такая, что 


ле ад <. (4) 
А 


По определению, функция /с(т) является линейной комбина- 
цией функций, каждая из которых имеет вид “единичной сту- 
пеньки”: она равна нулю вне некоторого отрезка [с; В] и единице 
на интервале (с; В). А так как 


й в 


1 | 
5А^5(т) 1" — 1А5(т) 
{ а. 





в 
[Ц д5) 
‚5/64 
а 


а 
то 


в о | 
еда» =0 (5) при А-} +00. 
а 


Следовательно, для любого = > 0 существует Л; такое, что если 
А>Л,, то 


| лее] <. (5) 
А 


Из (4) и (5) следует, что . 
УЕ>0 Зл> А: [Е(^)| < 2. 


Теорема 1 доказана. 

Эту теорему тоже будем называть теоремой Римана об ос- 
цилляции. Отметим, что в этой теореме, даже в случае, когда 
5(т) = т, ничего не говорится о скорости стремления интеграла 
Фурье к нулю при Л -} со. В действительности, эта скорость су- 
щественно зависит от дифференциальных свойств функции /(5), 
а в общем случае — и от свойств спектральной функции 5(т). 

В дальнейшем будем предполагать, что промежуток А — ко- 
нечный, точнее, будем считать, что А — это некоторый отрезок 
[а; 6], хотя многие результаты естественным образом переносятся 
и на интегралы Фурье по бесконечным промежуткам. 
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Теорема 2. Пусть на отрезке А = [а;6] функции }(т) и 
5(7) имеют непрерывные производные }'(т), 5'(т) и 5"(т). То- 


гда, если 5'(т) 7” 0 Ухе [а;8], то при А -+ +0 
рав: _ 1) ля _ (а) рб о [1 \ 
(2) = 5. 28а" +°\^) ® 


Действительно, интегрируя по частям, получаем 


ь 
ь 
1(т) 55а) -5 ] (г) аш, 
о а . 


К 55) 


где | 
лее :( г | 


А так как функция Л (7) непрерывна на отрезке [а; 6], то, согласно 


ь 
. 1А5(т) ее 
в |. И (т)е ат 0, ее 











теореме 1, 


что и доказывает асимптотическое равенство (6) 
Заметим, что с помощью интегрирования по частям можно по- 


лучать асимптотики и некоторых других классов интегралов 
Пример. Вычислим асимптотику интеграла 


+9 














94) = [а при т +00. 
2 . 
Дважды интегрируя по частям, получаем 
Ре ый к 
= —е $ = 
Ф(т) 2 се +5: [= ба 
т + со 
и, ра В [а 2 
де (00° + 258 ) я @ 
А так как : 
Г. её #| < очаг , 
я 
то 
1 
ь Ф(т) = —— О (5) при 1- +0. 


24 Зак. 193 
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Интегрированием по частям доказывается следующее общее 
утверждение. 

Следствие. Лусть на отрезке [а;6] функции }(т) и 5(т) 
имеют непрерывные производные п-го и соответственно 
(п+1)-го порядка. Тогда, если 5'(х) #0 Уте [а;6], то при 
А - +о° 


п-1 


= 1 125(а) 2%5(5) в | 
Е(л) = >. ЕЕ (вне + ке ) + о и 


где коэффициент ак зависит только от значений функций } (т) 
и 5(т) и из производных до К-го и соответственно до (К + 1)- 
го порядка в точке т =а, аб; — только от значений этих 
функций и этих производных в точке т = 6. 

В следующих пунктах рассмотрим интегралы Фурье вида (1) 
по отрезку [а;6] в случае, когда фаза 5(х) на отрезке [а;5] имеет 
стационарную точку. 


3.2. Идея метода стационарной фазы. Для вычисления асим- 
птотики интеграла Фурье 


. 


| | 
Р() = ] ге) Ч а) 


при А -+ +со в случае, когда фазовая функция 5(т) на отрезке 
[а;6] имеет стационарные точки, Стоксом был предложен метод, 
который получил название метода стационарной фазы. 

Чтобы описать идею метода стационарной фазы, не вдаваясь в 
технические подробности, будем предполагать, что функции ]{(т) 
и 5(т) достаточно гладкие, и что фазовая функция 5(7) на отрезке 
[а; 6] имеет только одну стационарную точку. 

Напомним, что точка хо Е [а;6] называется стационарной точ- 
кой функции 5(т), если 5'(то) = 0. Если, кроме того, 5"(то) 2 0, 
то точка то называется невырожденной стационарной точкой 
функции 5(т). 

Простейшими интегралами вида (1), у которых фазовая функ- 


ция 95(т) на промежутке интегрирования имеет невырожденную 
стационарную точку, являются интегралы 


ь 
Ф(Л) = р ат. (2) 
0 
Вычислим асимптотику этих интегралов при Л -+ +00. 
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Лемма. Для любого 6 > 0 при Л -+ +со 5". 


= 5/хее +0 (5). —. ® 


Доказательство. После замены $ = 2\/Л получаем 


1 ь/л 1 +0 ] +0 
Ф(^) = — } е= & = — ] ей &-— — [ ей (1. 
УХ 1 УХ 


Ух 

А так как интеграл от 0 до + со — это интеграл Френеля, который 
1 ыт 

равен о\те 4, то 


1 1 . — 
Ч 4 
Ф(^) 5\/ те я] 44. 
УХ 


Наконец, после интегрирования по частям для последнего инте- 
грала получаем оценку: 


+00 


312 1 
ег" ан < —=. 
] Льда я 
ьУх 


Лемма доказана. 

Таким образом, главный член асимптотики интеграла (2) опре- 
деляется интегралом по любой малой окрестности стационарной 
точки фазовой функции. В следующем пункте будет доказано, что 
этот принцип локализации, называемый принципом стационар- 
ной фазы, имеет место и для интегралов Фурье общего вида. 

Для уяснения сущности метода стационарной фазы рассмо- 
трим несколько примеров на формальное применение этого метода. 

Пример 1. Пусть то = а, {(а) 2 0, 5'(а) = 0, 5"(а) #0и 5'(2) 2 
0 на промежутке (а;6]. Тогда для любого достаточно малого д > 0 


а-+6 
Е(л) = ] о 


А так как {(т) = }(а) + о(1) и 


(2) = 3(а) + 55" (а)( - а +0 (= -в)') 
24* 
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при 5 - а, то естественно считать, что при Л -+ +0 
а-+6 а-+6 


т ат (ое) Г 44 5'(а)(#- а)? мы 


= Г (а)е^5(@) [. #415" (а) =? ат. 
вы 5" (а) > 0, то в последнем интеграле сделаем о 
а 55а). 


Тогда, в силу доказанной леммы, 


6 
5" (ад? ие а 
Де ат 5") 2 уе 
0 


при Л -> +с0, и поэтому 





РО ея тем. 


Если же 5" (а) < 0, то, полагая # = 2\/-15"(а), получаем 


Р() > дел 5575" я (5) 


при А -> +0. 
Пример 2. Пусть хо Е (а;5), 1(то) 70, 5'(т0) =0, 5" (20) #0 и 
5'(=) О Ух 2 то. Тогда при Л -$ +00. 
: то-+6 
Е(^) -> р 1(г)е 88) аз (тов (а) [. 295" (во) "д, 
го—б 


Последний интеграл есть сумма двух интегралов: от —6 до 0 иот 0 
до д. Каждый из этих интегралов оценим по формуле (4) или (5). Тогда 
при А  +с0 


2т 


а 5 (20), | 
Е(Л) -> Г(то)е А|5" (50) 


е:1 8815” (20). (6) 


В следующих пунктах формулы (4), (5) и (6) будут строго доказаны. 
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3.3. Вклад в асимптотику от невырожденной стационарной точки. 
Сначала рассмотрим канонические интегралы вида 


ь 
Ф(л) = [ рей? р, ЛЕВ 4 2) 


Очевидно, для функции 5(7) = +72 только точка х = 0 явля- 
ется стационарной, так как 5'(0) =0и 5'(5) #0 Ух 0, причем 
она является невырожденной, так как 5”(0) # 0. Случай, когда 
0 < аили Б < 0, рассмотрен в предыдущем пункте. Здесь рассмо- 
трим случай, когда а < 0<6. 


Лемма. Если функция }(т) дважды непрерывно дифферен- 
цируема на отрезке [0;6], то при А $ +00 


| доения = БИО тее +0 (5) : ‹ . 
0 . } 


Доказательство. Представим функцию /[(5) в виде 
(=). = 1 (0) + 29(2), 


где 9(2) = 1/2) — Г) дая г (©; и9(0) = (0). 
Функция 9(7) непрерывно дифференцируема на [0; 6], так как 
вп (2) = 5/0) 
Таким образом, 
ь ь 


$ : в 
] ее а = 1 (0) ) ее? р + ] т9(т)е Ай и. (3) 
0 о о | 


Очевидно, 
ь 


м 31 Ат 
| збаде 4х = +5:9(=)е 
0 


и поэтому при А -$ +0 
ь 


] хоре ар = 0 (5) ь.й. (4). 


21 





ЗО 
ь 
1 у 
5 } ое аа, 
0 у] ‹ 


и 


0 
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Легко видеть, что из соотношений (3) и (4) и леммы из пре- 
дыдущего пункта следует асимптотическое равенство (2). Лемма 
доказана. 

Теперь рассмотрим интеграл Фурье общего вида 


$ з 
Е() = | (кеш, лев о 0 


Теорема 1. Пусть на отрезке [а; ] функция {(т) дважды, 
а функция 5(т) трижды непрерывно дифференцируемы. Тогда, 
если 5'(а) = (и 5'(т) #0 Уте (а; 6], а 5"(а) > 0, то при 
А - +со 





Я 
1 2 ‚т 1 
| Надеряеа: = 5/(а) 2] е*^5(а) 1 +-О (5) ь (6) 


Если же 5"(а) < 0, то при Л -+ +со 


ь $ 
: 1 2п : ‚п 1 
1^5(т) а 1А5(а) „—= = 
] еде 42 = 57а) | отр" е- +0 (5) . @) 
а 
Доказательство. Так как 5"(5) непрерывна на отрезке [а; 6] 
и 5" (а) > 0, то существует д > 0 такое, чтоа-+ д <фи 


5"(2)>0 Узе [за +5]. 


Интеграл от а до 6 представим в виде суммы двух интегралов: 
от а доа-+ д иота- д до 6. ь. 
Для оценки интеграла от а до а + д сделаем замену & = (5) 


4(=) = /5@) 8). 


Мы уже показывали, что на отрезке [а; а + 6] эта функция строго 

возрастает и имеет обратную х = ф(#), Е [0;/УА5], которая не- 

прерывно дифференцируема. 
Следовательно, 


) 
где 


4 & 
А 


а-+5 УА5$ 


| 1(х)е?$@) ах = е^5(а) ] 9(ве^Р 4+ 
2 


> 
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где 9(#) = /(Ф(1)$'(®). Как и при доказательстве теоремы 2 в 
п. 2.3, можно убедиться, что функция 9(#) непрерывно дифферен- 
цируема на отрезке [0; Д5]. Поэтому, согласно лемме, при Л -? +00 


УА5 

| 94) ее а: = ое я+о (5), и 

0 ел 

где \ 
1 (а). 
9(0) = /(а)4'(0) = +)’ 
И = 5 
Следовательно, при А -+ пе 


34 
а-6 


[ле )е*^5(2) = 51а) о * е^5(а) 1 +0 (1 } 9 


В предыдущем т 3.1 было доказано, что при Л -+ +00 } 


[ле (зе @) аз = О о (5) (9) 


а-+5 


для любого 6 > 0. Отсюда и из (8) получаем асимптотическое 
равенство (6). 


Если же 5"(а) < 0, то существует д > 0 такое, что а + б<фи 
5" (а) <0 УхтеЕ [аа +5]. : 
Для оценки интеграла от а до а + 6 сделаем замену = 4(т), где 
4(2) = /5(а) - 5(т), тЕ [а;а+3]. 
Через х = (8), 1Е [0; /-А$], где Д5 = 5(а+6)-—5(а), обозначим 
функцию, а к функции # = ф(#. Тогда 
а-6 У-А5 


й 1(т)е 1А5(т) а = еЁА$(а) | 9) ее Е 


сочло. 2+0 (5 ) = 


_1 :А5(а) —* 
= Ла) 5 е +0(5 ) 





при А - +. 
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Отсюда и из соотношения (9) следует асимптотическое равен- ` 
ство (7). Теорема 1 доказана. 

Обычно формулы (6) и (7) записывают в виде одной формулы. 
А именно, если 5"(а) 72 0, то при А -> +0 


ь 
} нодеояы ах = 


о __ 2 __ +А5 (а) дп звп 5" (а) 1 
- 5/0) етот ей +0(5). (1) 


'Георема 2. Пусть на отрезке [а;5] функция }(т) дважды, 
а функция 5(т) трижды непрерывно дифференцируемы. Тогда, 
если существует то Е (а;6) такое, что 


5' (10) =0 и 5'(т) #0 Уте[а:, хто, 


а 5"(то) #0, то при А -> +0 ты 
ь 
кодеры ах = 
а 
Е 1 (2 ) 27 НА8(ао) т ава 5" (о) +0 (5) (12) 
^ у м5" (во) х/ 


Доказательство. Из теоремы 1 следует, что при Л -+ +00 
5 Е 
| еоделя РЕ 


то 


= 


_1 2т 2А5(10) _ Евро 5" (20) 1 
= 51 (20) 5" (ео `° г. +0 т 


А в интеграле от а до го сделав замену т = —&, получим интеграл 


й (гей аш = ] бей 4, 


для которого, очевидно, справедлива такая же асимптотическая 
оценка. Следовательно, для интеграла от а до 6 справедлива фор- 
мула (12). Теорема 2 доказана. 
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Пример. Вычислим асимптотику функции Бесселя 


п 


Л. (т) = = | о зтф — пр) аф (13) 
о 


при 5 -$ +00, где п — неотрицательное целое число. 
Прежде всего заметим, что 


2п 


Е ры 
л@®) Е с | “= ф-пф) ар, (14) 
0 


т.е. функция (13) имеет вид интеграла Фурье (14), где Л = г, / (2) = 
=е*"%, 5(ф) = зтф. Фаза 5(ф) на отрезке [0;2^] имеет две стацио- 


нарные точки ф1 = 5 и ф2 = к причем 
5(1) =1 5") =Ъ 5(%2)=-ь 5"(ф2) =1. 


Интеграл (14) представим в виде суммы двух интегралов: от 0 дол 
иотт до 22, и к каждому из них применим формулу (12). Тогда при 


т > +0 
крема =е`"З ет [2" 4 +0 (=) 5 
т 
т р 
2п 
[ рее Фар — ет е- ыы еЁ1 +0 (=) ь 
д 


Складывая почленно эти асимптотические равенства, получаем: 


Ла(т) = ус (2-11-75) +0 (=) 


при т >? +. 


Глава 17 — 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


$1. Метрические пространства 


1.1. Определения и примеры. Многие важные понятия и утвер- 
ждения математического анализа, в частности, связанные с преде- 
лами и непрерывностью, опираются на понятие расстояния. При- 
чем сами определения этих понятий, а также формулировки и до- 
казательства соответствующих утверждений во многих случаях не 
зависят от конкретного способа задания расстояния. В них ис- 
пользуются лишь основные свойства расстояния: неотрицатель- 
ность, симметрия и неравенство треугольника. Формализация 
этих свойств расстояния приводит к понятию метрического про- 
странства. 

Определение 1. Говорят, что на множестве М задана ме- 
трика, если на прямом произведении М х М задана функция 
р: МХМ - К, обладающая свойствами: 


,у) >20 УхуЕМ; 


1. р(т 
2. р(т,у) = р(у,т) УзуЕМ; 

3. р(т,у) < р(т,2) + р(2,у) Ут,у,= Е М; 
4. р(т ое хсу Ут, уЕ М. - 


Эти свойства называются аксиомами метрики (или рассто- 
янил). В частности, свойство 3 называется неравенством тре- 
угольника. 

Определение 2. Множество, на котором задана некоторая 
метрика, называется метрическим пространством. Элементы 
метрического пространства называются точками. 

Метрическое пространство, точками которого являются эле- 
менты множества М и на котором задана метрика р, будем обозна- 
чать {М;р}. Заметим, что на одном и том же множестве можно 
задавать разные метрики, в результате получаются разные метри- 
ческие пространства. И наоборот, на разных множествах метрика 
может быть задана по одному и тому же правилу. 

Примером метрического пространства является п-мерное ев- 
клидово пространство В", элементами (точками) которого явля- 
ются всевозможные упорядоченные совокупности из п действи- 
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тельных чисел и в котором расстояние между любыми двумя точ- 
ками т = (71,...,71) иу= (д,..., Уп) определено по формуле 


1/2 


р(т,у) = | УХ - 2? (1) 
9=1 


Известно (см. 8 1 гл. 6), что функция (1) удовлетворяет всем акси- 
омам метрики. 


Легко видеть, что функции 


ро(х, у) > тах [уу = т), (2) 


ра(т,у) = Ум -2Л (3) 


= 


тоже удовлетворяют всем аксиомам метрики. 

Другим примером метрического пространства является про- 
странство С”, элементами которого являются всевозможные упо- 
рядоченные совокупности из п комплексных чисел и в котором 
метрика определена по формуле (1). Очевидно, что функции (2) и 
(3) на С" тоже удовлетворяют всем аксиомам метрики. 


Определение 3. Пусть задано метрическое пространство 
{М;р} и некоторое подмножество М! множества М. Тогда ме- 
трическое пространство {М!;р} называется подпространством 
метрического пространства {М;р}. 


Заметим, что в этом определении нет никаких ограничений 
на множество М: С М. В частности, оно может содержать лишь 
конечное число точек и даже только одну точку множества М. 

В тех случаях, когда не возникает неясностей, метрическое 
пространство {М;р} обозначают просто М. В этом смысле гово- 
рят, что любое подмножество метрического пространства является 
метрическим пространством (с той же метрикой). 

Очевидно, метрическое пространство В" является подпростран- 
ством метрического пространства С”, в котором метрика опреде- 
лена по формуле (1). А пространство ©", элементами которого 
являются всевозможные упорядоченные совокупности из п раци- 
ональных точек и в котором метрика определена по формуле (1), 
является подпространством пространства В". Аналогичные утвер- 
ждения справедливы и в том случае, когда метрика определена по 
формулам (2) или (3). 

В метрическом пространстве естественным образом определя- 
ются =-окрестность точки, предел последовательности, предельная 
точка множества, открытое множество и т.д. Приведем для при- 
мера некоторые определения. 
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Определение 4. Для любой точки то метрического простран- 
ства {М;р} и любого = > 0 множество всех точек х Е М, удовле- 
творяющих неравенству р(т, 10) < Е, называется =-окрестностью 
точки тд и обозначается О’. (то). 


Для любого г > 0 множество О; (50) называют еще открытым 
шаром радиуса т с центром в точке то. 


Определение 5. Точка хо метрического пространства М на- 
зывается пределом последовательности {ти} точек из М, если 


УЕ>0 ЭМ. : Уп > №: тп Е О: (то). . (4) 
Очевидно, условие (4) равносильно условию 
Лит р(2”, 20) = 0. (5) 


Если выполнено условие (4) (или (5)), то будем говорить, что 
последовательность {ти} сходится к точке хо, и писать: 


Тл -?1т0 при п} или На т, = то. 
п>оо 


Последовательность точек метрического пространства может схо- 
диться только к одной точке. Действительно, если ти + ти 
тв > у при п - с, то 


р(т,у) < р(т, тп) + р(2,,у) — 0 
при п -+ со, поэтому р(т, у) = 0, и, следовательно, 5 = у. 


Определение 6. Множество Х С М называется ограничен- 


ным, если существует точка то Е М и число г > 0 такое, что 
Хх С О; (то). 


Очевидно, если последовательность {ти} точек метрического 
пространства {М;р} сходится к точке хо Е М, то эта последова- 
тельность ограничена. т. 

Действительно, так как р(т»,то) + 0 при п — 09, то 


ЭС: №(т,1т)<0С Уп. 


Определение 7. Пусть С’— множество точек метрического 
пространства {М;р}. Точка 10 Е М называется точкой прикос- 
новения множества С С М, если в любой Е-окрестности точки 
$0 содержится хотя бы одна точка множества С. 

Множество всех точек прикосновения множества ССМ назы- 
вается замыканием множества С' и обозначается (. 

Множество называется замкнутым, если оно совпадает со своим 
замыканием. 

‚ Множество всех точек =-окрестности точки 10, отличных от 50, 
называется проколотой =-окрестностью точки тд и обознача- 


ется О: (50). 
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Точка то Е М называется предельной точкой множества 
С С М, если в. любой проколотой =-окрестности точки хо содер- 
жится хотя бы одна точка множества С. 


Очевидно, замыкание множества (7 получается присоединением 
к С всех его предельных точек. 


Определение 8. Точка го Е М называется граничной точ- 
кой множества С С М, если в любой Е-окрестности точки 10 
имеется хотя бы по одной точке как из С, так и из М\С. 

Множество всех граничных точек множества С’ называется гра- 
ницей множества С и обозначается ОС. 

Как обычнодоказывается, что границалюбого множества СС М 
является замкнутым множеством. 

Легко видеть, что для любого множества СС М справедливо, 
равенство © = <Ц0С. 


Определение 9. Точка 10 множества С С М называется 
внутренней, если существует такое д > 0, что Оз(т0) С С. Мно- 
жество С называется открытым, если все его точки внутренние. 


Очевидно, множество всех точек метрического пространства 
является одновременно открытым и замкнутым. По определению 
считают, что пустое множество тоже одновременно открытое и за- 
мкнутое. 

Для примера рассмотрим метрическое пространство точек не- 
которого числового промежутка А с естественной метрикой. В 
этом пространстве множество А является одновременно и откры- 
тым, и замкнутым. В частности, если, например, А = (—1,2), то 
множество точек интервала (0;1) открыто, его замыкание равно 
отрезку [0;1]. Множество (0;2) тоже открыто, но его замыкание 
равно промежутку [0;2). 

В конце приведем несколько свойств открытых и замкнутых 
множеств метрического пространства. 


Лемма 1. Множество С С М открыто тогда и только 
тогда, когда множество Е = М\С замкнуто. 


Доказательство. Пусть С открыто, и пусть то Е С. Тогда 
.96>0: 050) СС, 


и поэтому точка хо Е С не может быть точкой прикосновения 
множества РЁ = М\С. Следовательно, любая точка прикосновения 
множества Р принадлежит РГ, т.е. Р замкнуто. 

Пусть теперь множество РЕМ \ С замкнуто, и пусть 50 Е С. 
Тогда точка то не может быть предельной точкой для Р, поэтому 


96>0: УхЕ 0510) +#Ё, 


и, следовательно, О5(50) С С. Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Объединение любой совокупности открытых мно- 
жеств есть открытое множество. Пересечение любой сово- 
купности замкнутых иножеств есть замкнутое множество. . 


Доказательство. Пусть задана некоторая совокупность (ко- 
нечная или бесконечная} открытых множеств С. С М. Тогда если 
10 Е С = (1 бо, то За: хЕ Со. А так как С открыто, то 


90>0: 0550) Сс Се, 


и поэтому Оз(т0) С С. Следовательно, множество С открытое. 
Второе утверждение следует из леммы 1. Действительно, пусть 
задана совокупность замкнутых множеств Ру С М, и пусть РЁ = 
= П.Ео. Множества Са = М\Е и @ =[\ „Са открытые. А так 
как РЁ = М\С, то множество ЕР замкнутое. Лемма 2 доказана. 


Лемма 3. Пересечение любой конечной совокупности от- 
крытых множеств есть открытое множество. Объединение 
любой конечной совокупности замкнутых множеств есть за- 
мкнутое множество. 


Доказательство. Пусть множество С’ есть пересечение от- 
крытых множеств С1,...,Св. Если С пусто, то оно открыто. 
Пусть то Е С. Тогда то Е С; при любом 1 = 1,2,...,п, а так 
как С’; открытые, то 


У7 ЭЗг;>0: О, (т) СС;:- 
Очевидно, О; (10) С С, где г = шшг;. 
2. 
Второе утверждение следует из леммы 1. Лемма 3 доказана. 


1.2. Полные и неполные метрические пространства. Как и для 
точек на плоскости и в пространстве, последовательность {7} 


точек метрического пространства {М;р} называется фундамен- 


тальной (или последовательностью Коши), если она удовле- 
творяет условию: 


МЕ>0 ЗМ: Уют? М. р(тп,Тт) < Е. (1). 


Это условие, как и раньше, будем называть условием Коши. 
Очевидно, если последовательность {т„} точек метрического 
пространства М имеет предел в этом пространстве, т.е. если 


320 Е М: Ша р(з», 10) = 0, (2). 


то эта последовательность удовлетворяет условию Коши. Действи- 
тельно, если выполнено условие (2), то 


УЕ > 0 9 №. : Уп 2 М: р(тп, 10) < 5, 


54 





$1. Метрические пространства 391 


и поэтому | 
Уп, т > № < р(тт, 50) 6 р(т0, Фт) < Е. 


В общем случае обратное утверждение является неверным. На- 
пример, числовое множество 


мрт} | (3) 


с естественной метрикой является метрическим пространством. В 
нем последовательность 


1 т 
и пЕМ, (4) 


является фундаментальной, но не имеет предела в М. Легко ви- 
деть, что если к множеству (3) присоединить точку то = 0, то 
в новом метрическом пространстве последовательность (4) имеет 
предел. Более того, в этом пространстве любая фундаментальная 
последовательность имеет предел. (Докажите это утверждение!) 


Определение 1. Метрическое пространство называется пом- 
ным, если любая фундаментальная последовательность его точек 
имеет предел в этом пространстве. В противном случае метриче- 
ское пространство называется неполным. 


Как мы уже знаем, пространство Е” является полным, а про- 
странство ©” является неполным. Приведем еще несколько при- 
меров полных и неполных метрических пространств. 


Пример 1. Пространство С([а;6]) непрерывных на отрезке [а; 6] 
функций с метрикой 


Р(1,9) = зир |1(т) - 9(т)| (5) 


=Е[а;5] 
является полным. 

Действительно, если последовательность функций [в (1), п Е М, фун- 
даментальна относительно метрики (5), то при любом фиксированном 
тЕ [а;5] числовая последовательность {/»(2)} является фундаменталь- 
ной, и поэтому имеет предел (в силу полноты пространства К). Обозна- 


чим этот предел }(т). Очевидно {„(х) -+ /(т) при п -+> со по метрике 
(5). Действительно, так как 


УЕ> О ЗМ.: Упт> № |/.(2) - {пт <Е 


для любого т Е [а;6]. Зафиксируем х и перейдем к пределу при т -+ со, 
в пределе для любого п > №: получим неравенство 


|= (2) — /(т)| <= УзеЕ [а; 4. 


Следовательно, последовательность непрерывных на [а; 6] функций /»(х) 
равномерно сходится к функции {(т). Ранее было доказано, что тогда 
функция ] (т) тоже непрерывна на [а;8]. Полнота пространства С([а;$]) 
доказана. 
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Пример 2. Пространство ограниченных на отрезке [а;5] функций 

с р (5) является полным. 
ействительно, как и в примере 1, доказывается, что если последова- 
тельность функций {}„(т)} фундаментальна относительно метрики (5), 


то она сходится к некоторой функции {(т), х Е [а;6], в метрике (5). . 


Тогда 
Эп: : а [У (5) -%: (т) <ь 
хЕа; 


и поэтому для любого х Е [а;6] 


| < а) — ии < 1+ вар Ан (8). 


тЕ[а; 


Следовательно, функция {(т) ограничена, что и доказывает полноту рас- 
сматриваемого метрического пространства. 

Аналогично доказывается, что множество всех ограниченных число- 
вых последовательностей с метрикой 


в({=*}, {п*}) = зар [т (6) 


является полным метрическим пространством. 


Пример 3. Множество всех сходящихся последовательностей дей- 
ствительных чисел с метрикой (6) является полным метрическим про- 
странством. 


Пусть последовательность {т»„} элементов этого пространст- 


ва фундаментальна относительно метрики (6). Тогда если т, = {&*}, 
то 


УЕ>0 ЗМ: Ут М | -#<е УЕ. (7) 


Отсюда следует, что при фиксированном К числовая последователь- 
ность {2} сходится. Пусть - 


Шт 2 = 2. 
> 


Тогда, переходя к пределу при т -+ со в неравенстве (7), получаем: 
Уп>№ [&-&|<Е У, г 
т.е. 


Уп > № вор [6 -&| <е, 


а это означает, что ти -+ 2 = {} при п — 00. 4 


Осталось показать, что последовательность {2} сходящаяся. 
Для любых К, ри п имеем: 


|2 — РНР] < [6% — &| + [Е - 7+ 
ЕР — 6А+Р| < 2р(т,ти) + [&* — ЕЁ+Р|. (8) 
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Из того, что ти -+ г при п -+ оо, следует, что 
Е 
УЕ>О Эп:: р(т,ти.) < 3 


а из сходимости последовательности т», = {&* } следует, что 


ЭК.: УКР К., Ур [Е - #42] < Е/З, 


и поэтому 
УК> Ка, Ур | - ЕР] <=. 


Следовательно, последовательность 5 = {#*} сходящаяся. 
Рассмотрим еще пример неполного метрического пространства. 


Пример 4. В множестве функций, определенных и непрерывных 
на отрезке [а;6], введем метрику по формуле 


6 
вв) = [|5 - эв=. © 


Покажем, что это метрическое пространство является неполным. 


Рассмотрим последовательность функций 
—1  еслигЕ[-1; 11], 
(т) = {‹пт,  еслитЕ [-1/п; 1], (10) 
+1, еслихЕ [1/п; 1]. 


Очевидно, для любых пир 


1 1 
. ира) — Г. 4 < . |з(е) — 880 | 42+ 
—1 —1 


1 

1 
+ [воз — Гь(т)| ат = в. + = 
= 


и поэтому последовательность непрерывных функций (10) фун- 
даментальна относительно метрики (9). Легко видеть, что в 
этой метрике она сходится к разрывной функции {(т) = зепх, х Е 
Е [-1;1]. Покажем, что в множестве непрерывных функций предела 
нет. 
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Предположим противное: пусть последовательность (10) в метрике 
(9) сходится к непрерывной функции 9(5), с © [-1;1]. Тогда 


ле - веда» = 0, 


причем функция Е(т) = { (т) - 9(1) непрерывна во всех точках отрезка 
[-1;1], кроме точки х = 0. Следовательно, 9(5) = {(х) для любого 
т 7 0 из отрезка [-1;1], что противоречит предположению, что 9(57) 
непрерывна на [-1;1]. 

Последнее утверждение является следствием следующей про- 
стой леммы. 


Лемма. Если функция [1 (т) абсолютно интегрируема на про- 


межутке А ц 
лад = 0 
А 


то } (т) = 0 в любой точке т Е АД, в которой функция } непре- 
рывна. 

Действительно, если функция } непрерывна в точке хо Е Аи 
1(то) 7 0, то существует окрестность О(7т0) точки т 20, в которой 
11 (2) > 0, и поэтому тогда 


[и 142 > Г. Гера > 0. 


АПО(т0). 


Другие примеры полных и неполных пространств будут рас- 
смотрены в дальнейшем. А сейчас для метрических пространств 
докажем одно обобщение теоремы о вложенных отрезках. 

Для любого множества Е точек метрического пространства 
{М;р} величина зир р(т,у) называется диаметром множества 

туЕЕ 
Е и обозначается а(Е). 


Очевидно, множество Е ограничено тогда и только тогда, когда 
4(Е) < с. 


Определение 2. Последовательность {Е»„} непустых мно- 
жеств метрического пространства называется последовательно- 
стью Коши, если Е41 С Е, Уп, Ша 4(Е) = 0. 

Е пс 


Теорема. В полном метрическом пространстве всякая по- 
следовательность Коши {Е\} замкнутых множеств имеет о0д- 
ну общую точку. 
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Доказательство. В каждом Е», выберем по точке г. Легко 
видеть, что последовательность {тв} фундаментальная, а так как 
пространство полное, то она сходится к некоторой точке го этого 
пространства. 

Точка хо является точкой прикосновения для любого множе- 
ства Ри. В силу замкнутости Е», точка то принадлежит любому 
Е». Существование общей точки доказано, единственность следует 
из того, что 4(ЁЕ») —* 0 при п -+ со. Теорема доказана. 

Сделаем еще несколько замечаний о связи понятий полноты и 
замкнутости. 


Замечание 1. Если метрическое пространство {М;р} полное, 
а множество Х С М замкнуто, то метрическое пространство {Х;р} 
полное. , 

Действительно, любая фундаментальная последовательность точек 
т, Е Х, пЕ №, сходится к некоторой точке хо Е М, которая явля- 
ется точкой прикосновения множества Х. А так как Х замкнуто, то 
0 }ЕХ. ° 


Замечание 2. Пусть заданы метрическое пространство {М;р} 
и некоторое множество Х С М. Тогда если метрическое пространство 
{Х;р} полное, то множество Х замкнуто. 


Действительно, пусть хо — точка прикосновения множества Х С М. 
Тогда для каждого п Е М существует точка х„ Е Х, лежащая в шаре 
О\ /п(20). Очевидно, последовательность {т} сходится к точке то Е М, 
а так как пространство {Х;р} полное, то хо. Е.Х. 


1.3. Теорема о пополнении метрических пространств. Метри- 
ческие пространства {М;р} и {М';р'} называются изометрич- 
ными, если существует взаимно однозначное отображение { мно- 
жества `М на множество М’ такое, что для любых т и у из М 
справедливо равенство р(т,у) = р’({(т), (у)). 

Очевидно, изометричные пространства обладают одинаковыми 
свойствами (конечно, лишь теми свойствами, которые связаны 
только с метрикой), и, следовательно, при изучении метрических 
свойств изометричные пространства неразличимы. Поэтому если 
метрическое пространство {М;р} изометрично некоторому под- 
пространству метрического пространства {М*; р*}, то говорят, что 
метрическое пространство {М; р} содержится в метрическом 
пространстве {М*; р*}._ 


Определение 1. Множество М' элементов метрического про- 
странства М называется плотным в М, если его замыкание со- 
впадает с М. 


Определение 2. Полное метрическое пространство М* на- 
зывается пополнением метрического пространства М, если М 
содержится в М* и плотно в нем. 
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Теорема. Любое метрическое пространство имеет попол- 
нение. 


Доказательство. Пусть {М;р} — заданное метрическое 
пространство. Построим новое метрическое пространство { М*; р*}, 
которое содержит пространство {М; р}. 

Последовательности {ха }, {ул } элементов из М, удовлетворяю- 
щих условию „Вт. р(тп, уп) = 0, будем называть эквивалентными 


и писать {хп} -- {у}. Очевидно, если {тп} ^- {уп а {т} ^> {2}, 
то {7} ^^ {21}, и поэтому множество всех последовательностей в 
М распадается на непересекающиеся классы эквивалентных по- 
следовательностей. Нас будут интересовать только фундаменталь- 
ные последовательности. 

Итак, в пространстве {М;р} рассмотрим множество всех фун- 
даментальных последовательностей, и через М* обозначим мно- 
жество всех классов эквивалентных фундаментальных последова- 
тельностей. Если фундаментальная последовательность {ти} при- 
надлежит классу 1*, то, как обычно, будем писать {т} Е 2*. В 
множестве М* определим метрику. 

Очевидно, 


Р(тп, Уп) < Р(2п, тт) + (тт, Ут) + (Ут, Уп) 
для любых п и т, и поэтому 
[р(тп, Уп) — р(ть Ут) < (тп т) + (Ут, Уп). 
Отсюда следует, что если последовательности {ти} и {у„} фунда- 
ментальные, то числовая последовательность р(тп, уп), ®Е №, — 
тоже фундаментальная и, следовательно, имеет предел. Тогда если 
{1п} Е т*, {т} Е У*, то расстояние между г* и у* определим по 
формуле о р 
р(=*, у") = Ш р(тл, Уп). 
Прежде всего покажем, что это определение не зависит от вы- 
бора последовательностей из классов х* и у*. 
Пусть {2} Е з* и {у} Е у*. Тогда для любого п Е М 
Р(т›%) < (ть тт) + (тп, т) + (Ув, Уп), 
Р(2т, Уп) < Р(ти, ть) + р(т› Ул) + Р(Уп, Уп), 
и поэтому 
[р(ти Ул) — Вт» Уп)| < р(2п› тв) + р(Уп, Уп). 
Отсюда следует, что 
Вт (и, У) = Шт рта, Уп). 


Функция р(т*, у*) удовлетворяет всем аксиомам метрики. Дей- 
ствительно, р(т*,у*) 2 0и р(т*, у*) = р(у*, х*) для любых х* и у* 
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из М*. Далее, если р(т*,у*) = 0, то 5* и у* совпадают, так как в 
этом случае, если {ти} Е х*, {т} Е у*, то {тп} > {уп}. Наконец, 
если {т} Е 2*, {уп} Е у*, {21} Е 2*, то из неравенства . 


р(тп, Уп) < р(тп, 21) + (2, Ут) 
в пределе при п $ со получаем 


р(2*, у") < р(2", =") + р(=*, у"). | 


Итак, построено метрическое пространство {/Л*; р*}, элемен- 
тами которого являются классы эквивалентных фундаментальных 
последовательностей элементов из М. 

Покажем, что пространство {М*; р*} содержит подпростран- 
ство, которое изометрично пространству {М;р}. 

Каждому элементу х Е М поставим в соответствие элемент 
1* Е М*, содержащий стационарную последовательность хп = т, 
п Е М. Очевидно, это соответствие определяет взаимно однознач- 
ное отображение М на некоторое подмножество М’ множества М*. 
Более того, это отображение является изометричным, так как если 
т* и у* из М', то существуют хи у из М такие, что {т} Е т* 
{у} Еу, и поэтому р*(5*,у*) = р(х, у). Докажем, что множество 
М' плотно в М*, т.е. что любая точка х* Е М* является пределом 
последовательности из М'. 

Пусть {521} Е х*. Через т+ обозначим элемент из М’, соответ- 
ствующий элементу ЕЕ М. Тогда, согласно определению, 


* * * , 
т, т,) = ша р(ти, ть). 
р" (т7", ть) = Ши р(ть, ть) 
А так как последовательность {т„} фундаментальная, то 


УЕ>О ЗМ.: УюЕ> М. Ри, 2) < >, 
и поэтому 
УЕ> М. ^р’(т*, 1+) < Е <. 


> 


Следовательно, т п р" (52°, 11) =0 


Для завершения доказательства осталось показать, что метри- 
ческое пространство {М*; р*} полное. 


Пусть {7*} — фундаментальная последовательность точек из 
М*. Для любого п Е М существует уз Е М такое, что 


жж. ж 1 
р (1; у) < п’ 


где * — элемент из М’, соответствующий элементу ул Е М. 


398 Гл.17. Функциональные пространства 


Последовательность {у* } фундаментальная. Действительно, это 
следует из неравенства 


р* (У› Ут) < 6" (Ут) + р" (т, тт) + р"(тт, Ут) < 
1 ь 1 
< п Е 2“(ти, тт) + т (1) 


и фундаментальности последовательности {7*}. А так как 
р*(у*, у») = Р(уп, Ут), то фундаментальной будет и последова- 
тельность {у„}. Через у* обозначим класс эквивалентных фун- 
даментальных последовательностей, содержащий последователь- 
ность {у}. Тогда 


р*(у*, ть) < р*(у*, ул) + р" (у, ти) < 
1 1 
жж ож оаь у 
< р*(у Ут) += Иша р(уь, Ут) + =. 
А так как 


УЕ> О 3М№.: УКп> М: рвы) + <, 
- то 


Уп > № р’(у’, 1) < <, 


и, следовательно, Шт р*(у*,1*) =0. Теорема доказана. 
пс 


В пункте 1.2 было доказано, что пространство СГ! ([а;6]) яв- 
ляется неполным. Пополнение этого пространства обозначается 
[1([а;6]) и называется пространством абсолютно интегрируе- 
мых на отрезке [а;6] функций. г 


1.4. Компакты. Как и для множеств точек пространства В”, 
произвольная совокупность множеств Хо, @ Е А, точек метри- 
ческого пространства {М;р} называется покрытием множества 
Х С М, если Х С |). Хо. Покрытие называется открытым, 
если все его множества открытые. 


Определение 1. Множество Х точек метрического простран- 
ства {М;р} называется компактным (или компактом), если из 
любого его открытого покрытия можно выделить конечное число 
множеств, которые тоже покрывают множество Х. 

Известно, что множество точек пространства В" компактно то- 
гда и только тогда, когда оно ограничено и замкнуто в Е” (см. $3 
гл. 6). Как увидим в дальнейшем, в общем случае для метри- 
ческих пространств это утверждение является неверным. Вместо 
ограниченности нужна так называемая вполне ограниченмость 
множества. Для множеств из В" эти понятия совпадают. 
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Определение 2. Пусть Х — некоторое множество точек ме- 
трического пространства {М;р}. Множество В С М называется 
Е-сетью для множества Х, если 


УтЕХ ЗаЕВ: р(т,а)Е=. 


Определение 3. Множество Х точек метрического простран- 
ства {М;р} называется вполне ограниченным, если для любого 
Е > Ов М для него существует конечная =-сеть. 


Ясно, что всякое вполне ограниченное множество является огра- 
ниченным. Однако существуют ограниченные множества, которые 
не являются вполне ограниченными. Например, множество после- 
довательностей 


2 (120 ее ОО ое 


(здесь у ез П-Й член равен 1, а все другие равны нулю), в про- 
странстве ограниченных последовательностей (см. пример 2 из 
п. 1.2) является ограниченным, но, очевидно, для него не суще- 
ствует конечной 5-сети, например, с Е = 0,5. 

Заметим, что в определениях 1 и 3 возможен случай, когда 
Х = М. Оказывается, не ограничивая общности, можно рассма- 
тривать только этот случай. В связи с этим вводят следующие 
определения. 

Метрическое пространство {М;р} называется компактным, 
если множество М компактно. Аналогично, метрическое простран- 
ство {М; р} называется вполне ограниченным, если множество М 
вполне ограничено. 

Лемма. Множество Х точек метрического пространства 
{М;р} компактно (вполне ограничено} тогда и только тогда, 
когда компактно (соответственно вполне ограничено) метри- 
ческое пространство {Х;р}. 

Доказательство. Пусть множество Х С М компактно. До- 
кажем, что пространство {Х;р} тоже компактно. 

Пусть открытые в пространстве {Х;р} множества Ха, а Е А, 
покрывают множество Х. Вообще говоря, эти множества могут 
не быть открытыми в пространстве {М;р}, однако их д-окрест- 
ности в этом пространстве будут открытыми. В силу компактно- 
сти множеств Х С М существуег конечное число множеств Ха, 
6-окрестности которых покрывают множество Х. Эти множества 
покрывают множество Х в пространстве {Х;р}. 

Пусть теперь пространство {Х;р} компактное. Докажем, что 
множество Х С М компактно в пространстве {М; р}. 

Пусть открытые в пространстве {М;р} множества Со С М, 
аЕ А, покрывают множество Х. Очевидно, множества 


Ха=СоПХ, аЕА, 
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являются открытыми в пространстве {Х;р} и покрывают множе- 
ство Х. В силу компактности пространства {Х; р} существует ко- 
нечное число множеств Со, пересечения которых с Х покрывают 
множество Х. Эти множества покрывают множество Х. 

Первое утверждение доказано. Второе утверждение почти оче- 
видное. Докажите его в качестве упражнения. 

В силу этой леммы в дальнейшем для простоты все утвержде- 
ния о компактных множествах будем формулировать и доказывать 
для компактных пространств. 


Теорема 1. Если метрическое пространство компактное, 
то оно полное и вполне ограниченное. 


Доказательство. Сначала докажем, что если метрическое 
пространство М компактное, то оно полное. Доказывать будем 
методом от противного. 

Предположим, что некоторое компактное метрическое простран- 
ство М является неполным, и через М* обозначим его пополнение. 
Тогда в М* существует точка х*, которая не принадлежит множе- 
ству М. Как обычно, через О! /„(2“) обозначим открытый шар 


радиуса 1/7 с центром в точке г*, а через О, /п(2*) — его замы- | 


кание. Семейство открытых множеств С„ = М\О:/п(2*), пЕМ, 


покрывает множество М. Однако никакая конечная совокупность 
этих множеств его не покрывает, так как любой шар О! „(г*) со- 
держит хотя бы одну точку множества М. Следовательно, наще 
предположение неверное. 

Докажем теперь, что если метрическое пространство М ком- 
пактное, то оно вполне ограниченное. 

Каждую точку х Е М покроем шаром О.(х) радиуса Е > 0. 
Из компактности М следует существование конечного числа точек 
11,12,.... ТМ таких, что шары Оз (т;),-1 = 1,2,..., М, покрывают 
множество М. Очевидно, что эти точки образуют конечную =-сеть 
для множества М. Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Если метрическое пространство полное и 
вполне ограниченное, то оно компактное. 

Доказательство. Пусть метрическое пространство М пол- 
ное и вполне ограниченное. Предположим, что оно не является 
компактным, т.е. существует семейство открытых множеств Ха, 
а Е А, которое покрывает множество М, но никакая конечная 
совокупность этих множеств не покрывает это множество. 

В силу того, что множество М вполне ограничено, для лю- 
бого = > 0 существует конечное число точек т1,12,....Фм таких, 
что шары О.(т;), 1 = 1,2,...,№, покрывают множество М. Из 


нашего предположения следует, что одно из множеств О1(5;) не 
покрывается никакой конечной совокупностью множеств Хо. Обо- 
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значим это множество через Р!. Оно вполне ограниченное, по- 
этому для Е = 1/2 существует конечное число точек таких, что 
шары радиуса 1/2 с центрами в этих точках покрывают Ё!. Че- 
рез Е› обозначим ту часть множества Ё\, которая лежит в круге 
радиуса 1/2 и не покрывается никакой конечной совокупностью 
множеств Хо. Поступая так и далее, по индукции построим по- 
следовательность замкнутых множеств Ри, ® Е №, таких, что 


2 
Е +1 с Е», 4( Е») < д’ 


причем любое из них не покрывается никакой конечной совокуп- 
ностью множеств Ха. 

С другой стороны, в силу полноты пространства М множества 
Ел, пЕ №, имеют одну общую точку то Е М. Точка то накры- 
вается некоторым открытым множеством Хо, причем это мно- 


р 
жество покрывает некоторый шар Оз(то}, д > 0. Если -— < 9, 
п 


2 
то Е, С О5(т0). Следовательно, если - < 6, то Е С Ха, что 


противоречит нашему предположению. Теорема 2 доказана. 

Таким образом, имеет место следующий критерий компакт- 
мости метрических пространств: 

Для того чтобы метрическое пространство было компакт- 
ным, необтодимо и достаточно, чтобы оно было полным и впом- 
не ограниченным. 

Докажем еще один критерий компактности метрических про- 
странств. 


Теорема 3. Метрическое пространство компактно тогда 
и только тогда, когда любая последовательность его точек 
содержит стодящуюся подпоследовательность. 


Доказательство. Докажем сначала следующее утвержде- 
ние: 

Если метрическое пространство {М;р} компактное, то любая 
последовательность {тп} его точек содержит сходящуюся подпо- 
следовательность. 

Предположим, что есть последовательность {т}, которая не 
имеет сходящейся подпоследовательности. Следовательно, ни одна 
точка х Е М не является ее частичным пределом, и поэтому у 
каждой точки т есть окрестность О(т), которая содержит лишь 
конечное число членов последовательности {т}. Эти окрестности 
образуют покрытйе множества М, причем, согласно построению, 
никакая конечная совокупность не покрывает последовательность 
т}, что противоречит компактности множества М. 

аше утверждение доказано. Докажем теперь обратное утвер- 
ждение: 
27 Зак. 193 
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Если любая последовательность {ти} точек метрического про- 
странства { М; р} содержит сходящуюся подпоследовательность, то 
это пространство компактное. 

Во-первых, это пространство полное. Действительно, любая 
фундаментальная последовательность имеет предел, так как у нее 
есть сходящаяся подпоследовательность. Докажем, что простран- 
ство {М;р} вполне ограниченное. Доказывать будем методом от 
противного. 

Пусть множество М не является вполне ограниченным, т.е. 
существует = > 0 такое, что для М не существует конечной =-сети. 
Тогда, очевидно, множество М содержит бесконечное число точек. 
Построим последовательность {ти} следующим образом. 

Выберем некоторую точку 21 Е М. По предположению, она не 
образует 5-сети для М, поэтому существует точка 22 Е М такая, 
что р(21,12) > =. Точки 11, 12 тоже не образуют Е-сети для Х, 
и поэтому существует точка тз такая, что р(т3,т;) 2 Е, 1 = 1,2. 
Точки 11,172,1з выбраны так, что для любого $ # 7, где $1 = 
= 1,2, 3, справедливо неравенство 


р(ть, ту) > в. (1) 


Пусть в множестве Х выбраны точки 51, 12,...,2п так, что для 
любых $ 7 7, где 1,7 = 1,2,...,п, справедливо неравенство (1). 
Так как эти точки не образуют =-сети для Х, то существует точка 
Тп+1 Е Х такая, что р(тп+1,1:) 2Е \1=1,2,..., п. Таким обра- 
зом, по индукции, строится последовательность {ти}, для которой 
справедливо условие: р(т;,т;) 2=Е Ут у. Очевидно, эта последо- 
вательность не является фундаментальной. Теорема 3 доказана. 

В учебной и научной литературе компактные множества (в на- 
шем определении) иногда называют бикомпактами, а компак- 
тами называют множества, у которых любая последовательность 
их точек содержит сходящуюся подпоследовательность. Теорема 
3 утверждает, что для метрических пространств эти понятия с0- 
впадают. 

Множество метрического пространства будем называть пред- 
компактом, если его замыкание компактно. Из критерия ком- 
пактности следует, что множество точек полного метрического 
пространства предкомпактно тогда и только тогда, когда 
оно вполне ограничено. 

В учебной и научной литературе предкомпактные множества 
иногда называются компактными, а компактные — бикомпакт- 
ными. 


1.5. Критерий Арцела компактности множеств в пространстве 
непрерывных функций. В этом пункте укажем необходимые и до- 
статочные условия предкомпактности семейства функций в про- 
странстве непрерывных функций С[а; 6], но прежде сформулируем 
несколько определений. 
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Определение 1. Семейство 5 функций }, определенных и 
непрерывных на отрезке [а; 6], называется равномерно ограничен- 
ным, если 


Эс: УХЕ5б шах |{(т)| < с. (1) 
тЕ[а;6] 


Определение 2. Семейство 5 функций }, определенных и 
непрерывных на отрезке [а; 6], называется равностепенно непре- 
рывным, если 


УМЕ>О 365>0: У/Еб, Ут, т' Е [а;6] : 
1-2 <6= |{ (2) - {т | <. (2) 


Теорема. Семейство 5 функций ], определенных и непре- 
рывных на отрезке [а; 6], предкомпактно в пространстве С[а; 6] 
тогда и только тогда, когда оно равномерно ограничено и рав- 
ностепенно непрерывно. 

Доказательство. Пусть семейство 5 предкомпактно. Со- 
гласно определению, это означает, что 5 компактно. Поэтому мно- 


жество 9, а следовательно, и множество 5'в пространстве С[а; 6] 
не только ограничено, но и вполне ограничено. 
Ограниченность семейства 5 в пространстве С[а;6] означает, 
что это семейство функций равномерно ограничено на отрезке [а; (]. 
Вполне ограниченность семейства 5 в пространстве С(а; 6] озна- 


чает, что для любого Е > Ов С[а;6] для 5 существует конечная 
Е-СеТЬ. 
Пусть для выбранного = > 0 в-сеть состоит из функций 


1 (т),...,/м(т). 
Каждая функция /;(7) равномерно непрерывна на [а; 6]. Поэтому 
96>0: Ул Уть, то Е [а]: 
[52 — 2 <6= |4 (72) — (21) < Е. 
Пусть теперь / Е 5. В силу определения Е-сети 
31: шаха) - У <е. 
Поэтому если |571 — 22| < 6, то 
| (21) — 1(22)] < |1 (и) — Лау) 
+1) — (22) + [9 (т2) — 1(2)| < Зе. 


И так как это выполняется для любой {Е 5, то мы доказали, 
что семейство 5 равностепенно непрерывно. 
27* 
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Докажем обратное утверждение: если семейство 5 равномерно 
ограничено и равностепенно непрерывно, то оно предкомпактно. А. 
так как пространство С[Га;6] полное, то достаточно доказать, что 
семейство 5 вполне ограничено в пространстве функций, опреде- 
ленных и ограниченных на отрезке [а; 6). 


Итак, пусть семейство 5 функций / Е С( а; ] удовлетворяет 
условиям (1) и (2). Зададим некоторое Е > 0. Для этого Е > 0 на 
отрезке [а;6] выберем точки 21,52,..., тп так, чтобы 

а= 10 < 11 <. < т=ВЬ Ш-<д У 
а на отрезке [-с;с] — точки у, /1,...,Ут так, чтобы 
-с=ф<и <... < ут=с Уфа <еЕ \), 


Через А обозначим множество всех непрерывных на [а; Ы функ- 
ций, графиками которых являются ломаные с вершинами в точках 
(т; \). Очевидно, множество А состоит из конечного числа функ- 
ций. 


Выберем теперь некоторую функцию ] Е 5. Для каждого 5; 
через (т;, у.) обозначим точку вида (5;,у;), ближайшую к точке 
(т;, /(т.)). Очевидно, 

|1 (52: = Ул < =. 

Через ф обозначим непрерывную функцию, графиком которой ' 
является ломаная с вершинами в точках. 
(то, 0), (71, Ул), ...) (тп, Уз). 

Очевидно, для любого $ имеем: 


[(2:) — Ф(т-1)| < @(2:) - К(а)|+ 
+1 (2) — Ка) И (е1) — (тр 1)| < 3. 
Кроме того, для любого 5 Е [1:17 


| (2) — (1-1) | < [Ф(2) — фе) < 3. 


Для оценки р(}, ф) в пространстве С[а; 6] заметим, что каждая 
точка 1 Е [а; 6] содержится в некотором отрезке [1;—1;2;|, и поэтому 


|1 (2) — Ф(т)| < |4 (т) - Га |+ а) — Феи) + 
+|(т;—1) — 9(2)| < Е+ЕЧЗЕ = бЕ. | 


Следовательно, р(},ф) < 5е. 

Так как здесь может быть любым положительным числом, то 
тем самым доказано, что множество 5 вполне ограничено. Теорема. 
доказана. 

Эта теорема называется критерием Арцела компактности 
семейства непрерывнытг функций. 
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2.1. Непрерывные отображения. Пусть заданы два метрических 
пространства {Х;рх}, {У;ру} и некоторое множество @ С Х: 
Тогда если задано правило ], по которому каждой точке х Е @ 
ставится в соответствие некоторая точка у Е У, то говорят, что 
задано отображение множества С’ метрического пространства Х в 
метрическое пространство У. И 

Так как множество С С Х с метрикой рх является метриче- 
ским пространством, то, не ограничивая общности, можно счи- 
тать, что С = Х. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать 
отображения метрических пространств. 

Как обычно, если задано отображение } : Х -> У, то точка 
УЕ, которая ставится в соответствие точке г Е Х, называется 
образом точки х при отображении } и обозначается { (т), а лю- 
бая точка т Е Х, которой в соответствие ставится точка у Е У, на- 
зывается прообразом точки у. Множество всех прообразов точки 
у Е У называется полным прообразом точки у и обозначается 
цу). 

Для любого множества А С Х множество всех у = { (5), тЕ А, 
называется образом множества А и обозначается [(А). 

Для любого множества В С У множество всех х Е Х таких, 
что {(т) С В, называется полным прообразом (или просто про- 


образом) множества В и обозначается }—\(В). 


Определение 1. Отображение } : Х -» У называется не- 
прерывным в точке то Е Х, если 


\УЕ>О0 36>0: УтЕО5т) /[(т) Е О. (9), (1) 


где уо = {(т0). 

Условие (1) можно записать в равносильной форме, используя 
вместо =-д-окрестностей произвольные окрестности. 

Напомним, что любое открытое множество, содержащее точку 
то, называется окрестностью точки то и обозначается О(то). 
Легко видеть, что условие (1) равносильно условию: 


УО(у) 30(т): Л(О(то)) © О(%). (2) 
Как и для числовых функций, определение непрерывности ото- 
бражения можно сформулировать с помощью последовательностей. 


Определение 2. Отображение } : Х - У называется не- 
прерывным в точке то Е Х, если для любой последовательно- 
сти {т.} точек из Х, сходящейся к то, последовательность точек 
Уп = (тп), пЕ М, сходится к 0 = { (20). 

Доказательство эквивалентности определений 1 и 2 аналогично 
случаю числовых функций. 

В качестве упражнения предлагается доказать теорему о не- 
прерывности композиции непрерывных отображений. 
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Теорема 1. Если отображение } : Х -+» У непрерывно в 
точке то Е Х, а отображение д : У -+ 2 непрерывно в точке 
у = / (50), то их композиция, заданная формулой 2 = 9(1(х)), 
непрерывна в точке тд. 


Определение 3. Отображение { : Х -» У называется не- 
прерывным отображением пространства Х в пространство 
У, если оно непрерывно в каждой точке т ЕХ. 


Теорема 2. Отображение } метрического пространства 
Х в метрическое пространство У непрерывно тогда и только 
тогда, когда прообраз любого открытого множества явля- 
ется открытым множеством. 


Доказательство. Пусть отображение } непрерывно, и пусть 
С — некоторое открытое множество точек пространства У. Тогда 
если 20 Е }`"(С), то С является окрестностью точки у = { (50). 
Согласно определению непрерывности (см. (2)), существует О(50) 
такая, что /(О(т0)) С С, и, следовательно, О(то) © /-\(@). Та- 
ким образом, каждая точка множества {-1(С') содержится в нем с 
некоторой своей окрестностью, т.е. множество {-!(С') открытое. 

Пусть теперь отображение Ё такое, что если С открытое, то 
1-К(С) тоже открытое. Тогда для любой точки то Е Х выпол- 
няется условие: для любой окрестности О(уо} точки у = {(50) 
множество (/ = }`'(О(у)) открытое, а так как хо Е И, то И 
— окрестность точки 10. Таким образом, для любой окрестно- 
сти О(уо) точки ус существует окрестность И точки хо такая, что 
КИ) = О(%). А это и означает, что { непрерывно в точке 50. 
Теорема 2 доказана. 


Следствие. Отображение ] метрического пространства 
Х в метрическое пространство У непрерывно тогда и только 
тогда, когда прообраз любого замкнутого множества явля- 
ется замкнутым множеством. 

Это утверждение является очевидным следствием теоремы 2, 
так как открытые и замкнутые множества являются взаимно до- 
полнительными, и, кроме того, прообраз дополнения является до- 
полнением прообраза. 


2.2. Непрерывные отображения компактов. Пусть, как и в пре- 
дыдущем пункте, заданы два метрических пространства {Х;рх} 
и {У;ру} и некоторое отображение / пространства Х в простран- ` 
ство У. 

Теорема 1. Пусть отображение } метрического простран- 
ства Х в метрическое пространство У непрерывно. Тогда 
если пространство Х компактное, то множество }(Х) тоже 
компактное. 
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Доказательство. Пусть Ух, и Е А, — некоторое открытое 
покрытие множества /(Х) в пространстве У. Из теоремы 2 преды- 
дущего пункта следует, что множества Ха = } -КУ.), покрываю- 
щие Х, открытые. Так как Х компактное, то существует конечная 
совокупность этих множеств, которая покрывает Х. Тогда образы 
множеств этого конечного покрытия покрывают множество ](Х). 
Теорема 1 доказана. 

Эту теорему коротко формулируют так: непрерывный образ 
компакта есть компакт. 

Это утверждение является обобщением теоремы из пункта 4.2 
главы 6, доказанной для непрерывных отображений из К” в В”. 


Определение 1. Отображение ] метрического пространства 
{Х;рх} в метрическое пространство {У;ру} называется равно- 
мерно непрерывным, если выполняется условие: 


\МЕ> 0 936>0: Утт'ЕХ: 


рх(т, т) < 6 = ру({(т), (т')) < Е. 


Теорема 2. Непрерывное отображение компакта равно- 
мерно непрерывно. 


Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет дока- 
зательство теоремы 4 из пункта 4.5 главы 6. 


Определение 2. Отображение одного метрического прост- 
ранства на другое называется гомеоморфизмом этих пространств, 
если оно непрерывно, взаимно однозначно, и обратное отображе- 
ние тоже непрерывно. 

Теорема 3. Пусть отображение } метрического прост- 
ранства Х в метрическое пространство У непрерывно и вза- 
имно однозначно. Тогда если пространство Х компактное, то 
обратное отображение непрерывно. 

Доказательство. Так как компактное множество всегда за- 
мкнуто, а замкнутое множество компакта компактно, то из тео- 
ремы 1 следует, что при непрерывном отображении компакта образ 
любого замкнутого множества замкнут. Таким образом, для лю- 
бого замкнутого множества Р С Х множество {(ЁР) замкнуто. Для 


обратного отображения /`\ множество {(Р) является прообразом 


множества Е. Следовательно, при отображении /-' прообраз ка- 
ждого замкнутого множества Р является замкнутым, и поэтому 
(см. следствие из п.2.1) отображение ] —1 непрерывно. Теорема 3 
доказана. , 

Определение 3. Отображение [ метрического пространст- 
ва Х в множество ® действительных чисел называется функцио- 
налом. 

Теорема 4. Если функционал ] определен и непрерывен на 
компактном метрическом пространстве Х, то он на Х огра- 
ничен и принимает наименьшее и наибольшее значения. 
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Действительно, образом компакта Х является компакт /(Х) С 
с Е. Он является ограниченным и замкнутым и, в частности, 
содержит наибольшее и наименьшее значения. 


2.3. Непрерывные отображения связных множеств. Напомним, 
что для множеств точек пространства В" уже было введено поня- 
тие связности. Именно, множество Х называется несвязным, если 
существуют два непересекающихся открытых множества С'1 и С, 
каждое из которых пересекается с множеством Х и объединение 
которых содержит Х. В противном случае множество Х называ- 
ется связным. Так же определяются связные и несвязные множе- 
ства точек любого метрического пространства {М;р}. В частно- 
сти, мегрическое пространство {М;р} называется связным, если 
множество М связно. 

Заметим, что в метрическом пространстве {М;р} множество 
М всегда открытое и замкнутое. Поэтому если множества С и 
2 открытые, то множества М1 = С. ПМ, Мо = б2 ПМ тоже 
открытые. 

Это замечание позволяет для метрических пространств следу- 
ющим образом определить понятие связности. 


Определение. Метрическое пространство {М;р} называ- 
ется связным, если множество М нельзя представить в виде объ- 


единения двух непустых непересекающихся открытых множеств 
М! и М2. 


Теорема 1. Пусть отображение } иетрического простран- 
ства Х на метрическое пространство У непрерывно. Тогда 
если пространство Х связно, то пространство У тоже связно. 


Доказательство. Будем доказывать методом от противного. 
Пусть пространство У не является связным. Тогда множество У 
можно представить в виде объединения двух непустых непересе- 
кающихся открытых множеств У1 и У2. При непрерывном отобра- 
жении ] их прообразы Х\1 и Х2 непустые, открытые и непересе- 
кающиеся, причем Х = Х! 0 Х2. Однако это противоречит тому, 
что множество Х связное. Теорема доказана. 

Коротко ее формулируют так: 

Непрерывный образ связного иножества является связным 
множеством. 

Легко видеть, что это утверждение является обобщением тео- 
ремы Коши о промежуточных значениях для числовых функций. 
Обобщением утверждения о том, что непрерывная числовая функ- 
ция отрезок отображает в отрезок, является следующая теорема. 


Теорема 2. Непрерывный образ связного компакта есть 
связный компакт. 

Это утверждение следует из предыдущей теоремы и теоремы 1 
предыдущего пункта. 
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Непустой связный компакт иногда называют континуумом. 
Тогда теорему 2 формулируют следующим образом: 
Непрерывный образ континуума есть континуум. 


2.4. Сжимающие отображения и неподвижные точки. Смысл 
понятий “сжимающее отображение” и “неподвижная точка” по су- 
ществу содержится в самих их названиях. 


Определение 1. Отображение метрического пространства 
{Х; р} в себя называется сжимающим, если 


Зае (0;1): УзхуЕеХ р({(=), Г(у)) < ар(т,у). (1) 


'Из условия (1) видно, что сжимающее отображение {: Х + Х 
непрерывно, и, более того, оно равномерно непрерывно на Х. 


Определение 2. Точка х Е Х называется неподвижной точ- 
кой отображения } : Х -+ Х, если } (5) = т. 


Теорема 1. Сжимающее отображение полного метриче- 
ского пространства в себя имеет и притом единственную не- 
подвижную точку. 


Доказательство. Пусть отображение } : Х -$} Х удовлетво- 
ряет условию (1). Выберем некоторую точку 0 Е Х и по рекур- 
рентной формуле “ 

тп = 1 (11-1), пЕ№ (2) 


построим последовательность {т}. Она является фундаменталь» 
ной. Действительно, | 


р(тп+1, тп) = р(Д (тп), 1(т"-1)) < ар(тп, тп-1) 
и, следовательно, 
р(1п+1, 2п) < 9"р(т1,т0) `\в Е М. 
Поэтому | 
р(тп, Тп--р) < р(тп, 5+1) + р(2п-1, Тп+2) +... + - 
Чр(тлрЬ-1, Вир) < (47 НН +. +4 РТ)р(а1, 20). 


Отсюда по формуле для суммы геометрической прогрессии слез 
дует, что 





< р(50, 21) (3) 


4 
1-а 
для любого п и любого р, что и доказывает, что последователь: 
ность {т} фундаментальная. А так как пространство Х полное, 
то существует точка а Е Х, к которой эта последовательность схо- 
дится. Тогда из равенства (2) в пределе при п -» со следует, что 
а = }(а), т.е. точка а Е Х является неподвижной точкой отобра- 
жения /. Докажем, что эта неподвижная точка единственная. 


26 Зак. 193 
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`’ Пусть существует точка БЕ Х такая, что /(5) =6. Тогда 


р(а;5) = р(Х(а), 1(6)) < чр(а; 65), 


а так как 4 < 1, то р(а;5) = 0, и, следовательно, а = 6. Теорема 
доказана. | | 

Эта теорема называется принципом сжимающих отображе- 
ний. Сделаем несколько замечаний к этой теореме. 

Построение последовательности {ти} с помощью рекуррентной 
формулы (2) и исследование ее сходимости обычно называют ме- 
тодом последовательных приближений. 

Из доказанной теоремы следует, что если метрическое про- 
странство Х полное, а отображение | : Х -» Х сжимающее, то 
уравнение {(5) = х имеет единственное решение, которое явля- 
ется пределом последовательных приближений (2) при любом на- 
чальном приближении то. 

Из неравенства (3) в пределе при р -$ со получаем неравенство 


ть 


< г 





р(то, (то)), 


которое дает оценку близости приближения т, к решению а в 
метрике рассматриваемого пространства. 

Принцип сжимающих отображений позволяет единым методом 
доказывать теоремы о существовании и единственности решений" 
дифференциальных, интегральных и других уравнений. С его по- 
мощью можно не только доказывать существование и единствен- 
ность решения уравнения {(т) = х, но и находить его с любой 
степенью точности относительно рассматриваемой метрики. 

Принцип сжимающих отображений является простейшим из 
так называемых принципов неподвижной точки. 

В качестве простейшего примера применения принципа сжи- 
мающих отображений рассмотрим решение систем линейных ал- 
гебраических уравнений методом итераций. 

Пусть Мл» — мегрическое пространство, точками которого явля- 
ются точки арифметического п-мерного пространства В", а ме- 
трика введена по формуле 


р(т, у) — шах |6 7 7, 


где 5х = (1,22, = ‚&п), У.—= (71, 72, - .: › п). 

Легко доказать, что так определенное метрическое простран- 
ство М» полное. Рассмотрим отображение { пространства М; в 
себя, заданное равенством 


ме Поедчь = (4) 
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где А — квадратная матрица порядка п, а ф = (61,62,...,6и). 
Пусть А = (а:;), 1 = (&,в2,... в), 2'= (&,6,..., в). Тогда 


Ка), Ца) = р(Аз, Аз) = шах УЗ, —&) < 


>. 
п п 
< шах) ‘ый шах; - | = шах > [ан -р(т,1'). 
, 1=1 2 1=1 Ц 
Отсюда следует, что если выполняется условие 


шах) ` [04| < 1, | (5) 


= 


то отображение (4) будет сжимающим. 
Таким образом, доказано следующее утверждение. 


Теорема 2. Если матрица А удовлетворяет условию (5), 
то уравнение т — Ат = В имеет единственное решение при лю- 
бом 6. Это решение можно получить методом последователь- 
ных приближений при любом выборе начального приближения. 


Заметим, что если точка 10 является неподвижной для отобра- 
жения ], то она будет неподвижной и для п-й степени этого ото- 
бражения. Для сжимающего отображения справедливо обратное 
утверждение. 

Теорема 3. Если некоторая степень отображения полного 
метрического пространства в себя является сжимающим ото- 
бражением, то само отображение имеет и притом единствен- 
ную неподвижную точку. 


Доказательство. Пусть отображение ] : Х -+ Х такое, что 
его п-я степень, т.е. отображение /” = }оро..-о]} п? 
является сжимающим. Согласно теореме 1, у отображения /” су- 
ществует неподвижная точка, те. За Е Х: ]”(а) = а. Тогда 
] (а) = /(/"(а)) = °(К(а)), т.е. точка }(а) тоже неподвижная для 
17°. А так как сжимающее отображение ]" может иметь только 
одну неподвижную точку, то /(а) = а. 

Существование неподвижной точки у отображения ] доказано. 
Единственность следует из того, что неподвижная точка для ] бу- 
дет неподвижной и для ]". Теорема 3 доказана. 


Пример. Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра 


$ 
(9 = | кержа + 1) 


26* 
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где А — некоторое число, функция /({) непрерывна на отрезке [а;6],. 
функция К(Ьт) непрерывна на квадрате А = [а;6] х [а;8], а х(#) — 
искомая функция. 

Очевидно, оператор 


| | 
Я ] К т) + КО 


действует из С[а;6] в С!а;  . Для него имеем: 


{ 
|14(2)(0) — А(у)(8)| = А } К(Ьт)(т(т) — у(т)) 4"| < 


< М9: р(т,у) (а), 
где 4 = шах|К(Ьт)|, (Вт) Е А. Далее, 


2 — 42 2.2, (#— а)? 
[А (=)(8) — А (9) < 19 рву), 


и для п-й степени оператора А имеем: 
фа)" 
АР — АМФ «рад С. 


Очевидно, для любых Л и 4 существует п такое, что 


пп — пп 
Я 
п! 


Для этого я отображение А” будет сжимающим. 
Из теоремы 3 следует, что уравнение Вольтерра при любом А имеет 
ует, что ур ольтерра пр 
и припом единствренное непрерывное рёшение. 
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3.1. Линейные пространства. Линейные (или векторные) про-. 
странства над полем В действительных чисел и над полем С ком- 
плексных чисел определялись в линейной алгебре. Там же были 
определены и такие понятия, как подпространство линейного про- 
странства, линейно зависимые и линейно независимые систе- 
мы векторов, линейное отображение, изоморфизм линейных про- 
странств и т.д. Для полноты изложения приведем некоторые из 
этих определений. 

Определение 1. Линейным или векторным пространст- 
вом над полем действительных (комплексных) чисел называ- 
ется множество Г элементов т,у,2,... произвольной природы, для 
которых определены операции сложения двух элементов и умно- 
жения элементов на действительные (комплексные) числа, т.е. 
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1. каждой паре т, у элементов из Г, поставлен в соответствие 
некоторый элемент из Ё, который называется суммой эде- 
ментов т, у и обозначается т + у; 


2. каждому элементу т из С и каждому действительному 
(комплексному) числу < поставлен в соответствие неко- 
торый элемент из [,, который называется произведением 
элемента т на число а и обозначается ат; 


причем эти операции удовлетворяют следующим двум группам усло- 
вий: 


1 


. 1. т+у=у-т (коммутативность сложения); 
2. х+(у+2) = (с +) +2 (ассоциативность сложения); 
3. 


существует элемент, называемый нулевым и обозначае- 
мый 0, такой, что +0 =: УтЕ КГ; 


УзеЕГ ЗуЕГ: т+у=0; 


> 


1т=т У ЕП; 
(Вт) = (аВ)х (ассоциативность умножения); 


(м + В); = ах + Вх (дистрибутивность относительно 
числового множителя); ы 


8. а(т + у) = ат + ау (дистрибутивность относительно 
элементов пространства); 


Для данного элемента г Е Ё элемент у Е Г, удовлетворяющий 
условию 5 + у = 0, называется противоположным элементу т и 
обозначается —х. Таким образом, по определению 

х+ (-т) =0. 

Элемент г + (—у) называется разностью элементов ту и. 
обозначается т — у. 

Элементы линейного пространства обычно называют векто- 
рами, а операции сложения векторов и умножения вектора на чи- 
сло — линейными операциями. 

Определение 2. Линейное пространство Г’ называется п0д- 
пространством линейного пространства Г, если Г/ С Г и опе- 
рации сложения векторов и умножения вектора на число в Г опре- 
делены так же, как и Г. 

Из этого определения следует, что операции сложения элемен- 
тов и умножения элемента на число, определенные в Г, замкнуты 
в [/, т.е. если т, у из [/, то + у тоже из [/, иах Е Г для любого 
числа а. 

Линейной комбинацией векторов т1,...,5в называется лю- 
бой вектор вида 

онт1 +: *: + @аптл, (1) 


где а1,..., Оп — числовые множители. р 


зом 
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Линейная комбинация (1) называется нетривиальной, если 
хотя бы один из коэффициентов от, 2,..., От отличен от нуля. 

Векторы 11,12,...,5и называются линейно зависимыми, если 
существует нетривиальная линейная комбинация (1), равная нулю. 
Если же только тривиальная линейная комбинация этих векторов 
равна нулю, то векторы 11,12,...,Хп называются линейно неза- 
висимыми. ‘ 


‚ Определение 3. Произвольная система векторов линейного 
пространства называется линейно независимой, если любая ее ко- 
нечная подсистема линейно независима. 


Определение 4. Линейное пространство называется п-мер- 
ным, если в нем существуют п линейно независимых векторов, 
а любые п + 1 векторов линейно зависимы. Линейное простран- 
ство называется бесконечномерным, если для любого п Е М в нем 
существуют п линейно независимых векторов. 

Заметим, что в линейной алгебре изучаются в основном толь- 
ко конечномерные пространства. Бесконечномерные пространства 
являются предметом изучения математического или функциональ- 
ного анализа. 

Напомним еще некоторые понятия, относящиеся к линейным 
пространствам. 


Определение 5. Пусть задана некоторая система элементов 
линейного пространства С. Совокупность всех линейных комби- 
наций этой системы называется ее линейной оболочкой. 


Очевидно, линейная оболочка любой системы элементов ли- 
нейного пространства Г является подпространством этого про- 
странства. 

Определение 6. Отображение } линейного пространства Х 
в линейное пространство У называется линейным отображением 


(или линейным оператором), если для любых векторов 5, у из Х 
и любых чисел а, В 


Г(аз + Ву) = а (т) + ВХ(у). 

Множество всех линейных операторов, отображающих Х вУ, 
обозначается Г(Х; У). Легко видеть, что при обычном определении 
сложения двух операторов и умножения оператора на число, эго 
множество является линейным пространством. 


{ 


Определение 7. Любое линейное взаимно однозначное ото- 
бражение линейного пространства Х на линейное пространство 
У называется изоморфизмом этих пространств. В этом случае 
пространства Х, У называются изоморфными. 


Изоморфные пространства могут отличаться лишь природой 
своих элементов, а не своими свойствами. Поэтому при изучении 
‘свойств линейных пространств изоморфные пространства не раз- 
личаются. 
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3.2. Линейные нормированные пространства. В линейном нор- 
мированном пространстве, как следует из самого названия, кроме 
понятий линейного пространства, имеются еще понятия, связан- 
ные с длиной (нормой) элементов этого пространства. ‚ 


Определение 1. Линейное пространство Х (над полем дей- 
ствительных или комплексных чисел) называется нормирован- 
ным, если на Х определена функция ||2|| : г — В такая, что 


1. |2| 20 УзЕХ; ь 
2. ||| = а]. |=|| УзЕХ, УаЕВ (илиаЕ С); 
3. в +у| < |=] +19 УзуЕХ; 


4. |т|=0 = 1=0. 


Эта функция называется нормой в пространстве Х`, а число ||| — 
нормой элемента или вектора т. Свойства 1-4 называются ак- 
сиомами нормы. В частности, свойство 2 называется однородно- 
стью нормы, а свойство 3 — неравенством треугольника. 


Примерами линейных нормированных пространств являются 


линейное пространство В” векторов 5 = (51,...,2п) с нормой . 
[9 = \/2 +... +28 (1) 
и линейное пространство С” векторов 2 = (21,...› 2.) с нормой 


Це = Уре + - 4 [2. 
Первое — над полем действительных чисел, а второе — над полем 
комплексных чисел. 
Очевидно, в линейном пространстве С” (соответственно и в 
Е") нормой будет и функция 
|= = р |2]. (2) 


Другим важным примером линейного пространства является 
пространство С[Га;6] непрерывных на отрезке [а;6] функций { с 


нормой 
Л = шах 78 в 


Очевидно, в линейном пространстве непрерывных на отрезке 
[а;6] функций } функция 


г 


ь . 
мы = Дуб 
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тоже удовлетворяет все аксиомам нормы. Однако в линейном про- 
странстве интегрируемых на отрезке [а; 6] функций функция (4) не 
будет нормой: она не удовлетворяет аксиоме 4. Первое простран- 
ство будем обозначать С'Г1[а;6], а второе — ЕВГ [а; 6. 


Определение 2. Функция ||т||: Х -> В, удовлетворяющая 
аксиомам 1, 2, 3 нормы, но не удовлетворяющая аксиоме 4, назы- 
вается полунормой. Линейное пространство с полунормой назы- 
вается полунормированным. у 


Функция (4) в линейном пространстве интегрируемых на от- 
резке [а; 5] функций является полунормой. Однако если функции 
Ти 9, для которых ||/ —9||1 = 0, считать равными, то функция (4) 
будет нормой в ЕГ1[а;6]. 

Аналогично, в линейном пространстве непрерывно дифферен- 
цируемых функций ] на отрезке [а;6] функция 


ВЛ = ея |1 (=)] (5) 


является полунормой. Однако если функции } и 9, которые от- 
личаются на аддитивную постоянную, считать равными, то функ- 
ция (5) будет нормой. 

В дальнейшем будем рассматривать только нормированные про- 
странства, считая, что два элемента равны, если норма их разно- 
сти равна нулю. 

Легко проверить, что функция 


р(т,у) = |2 -у|, ФуЕХ, 


удовлетворяет всем аксиомам метрики. Следовательно, линейное 
нормированное пространство является метрическим, и поэтому в 
нем определены все понятия метрического пространства, 

Например, множество Ё элементов нормированного простран- 
ства Х называется ограниченным, если 


Э3М>0: УзЕЕ [2|<М. 


Последовательность {т„} точек нормированного пространства 
Х называется стодящейся к точке то, если 


\УЕ>О ЗМ: Уп>2мМ [т -то| < Е. 
Последовательность {т} называется фундаментальной, если 
УЕ> 0 ЗМ:Упт> М |1 —тт| <. 


Нормированное пространство Х называется полным, если лю- 
бая фундаментальная последовательность его элементов имеет пре- 
дел в этом пространстве. 
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Определение 3. Полное нормированное пространство назы- 
вается банаховым. 


Важным примером банахова пространства является простран- 
ство С[а;6]. 


Определение 4. Линейные нормированные пространства Х1 
и Х. называются изоморфными, если существует изоморфизм { 
линейных пространств Х1 и Х2 такой, что ||} (5)||2 = Пе, 


Изоморфизм линейных пространств Х1, Х2, сохраняющий 
норму, называется изоморфизмом линейных нормированных про- 
странств Х\, Хо. 

Изоморфные нормированные пространства могут отличаться 
только природой своих элементов, а не свойствами самих про- 
странств. Поэтому при изучении свойств нормированных про- 
странств изоморфные пространства не различаются. 


Определение 5. В линейном пространстве Х две нормы ||х|| 
и |5||, называются эквивалентными, если существуют такие по- 
ложительные постоянные с] и с2, что 
с1||2|| < |||, < с2|2|| УхЕХ. 


Легко видеть, что в линейном пространстве Е” нормы (1) и (2) 
эквивалентны. Действительно, 


зир|]21| < \/2? +.-. +22 < Упзир |5. 
2 


Е 
Вообще, для конечномерных пространств справедливо следующее 
утверждение. 
Теорема. В конечномерном линейном пространстве все 
нормы эквивалентны. 


Доказательство. Пусть Х — п-мерное линейное простран-. 
ство над полем действительных чисел, и пусть ||т|| — некоторая 
норма в пространстве Х. Выберем в Х какой-то базис е1,... ‚еп 
и покажем, что норма ||5|| эквивалентна норме 


[аа = уз? +. +29, 


где т\,...,2» — координаты вектора г по выбранному базису. 
Прежде всего заметим, что 


п 


|| < У еПе/| < |2 У |е. 


9=1 9=1 


п 
Поэтому ||2|| < с2|| |2, где сз = > |е |. 
9= 
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Для оценки нормы ||т|| снизу рассмотрим функцию { = = ||х||. 
Ее можно рассматривать как функцию от п переменных 21,...,тл, 
определенную на В”. Из неравенства 


(а) — = пы е ый Е 


следует, что она непрерывна на В”. В частности, она непрерывна 
и на единичной сфере 51 С В”, причем если |[> = = 1, то (=) > 0. 
А так как сфера 51 — компакт, то 


Эх Е 5! : Ш (т) = Г(то) > 0, 
251 
и поэтому УЕ 5! ||| > с1, где с1 = { (50). Тогда 
т 
Ухо |х| = 52 —— 
до а [= 


Для т = 0 неравенство ||т|| > с! ||х||> очевидно. 

Теорема доказана, поскольку любые две нормы ||т|| и ||5||., 
эквивалентные ||т||2, эквивалентны. 

Легко показать, что в линейном пространстве С[а; 6] нормы (3) 
и (4) не являются эквивалентными. 

Для доказательства, не ограничивая общности, можно считать, 
что а =0, 6 =л. Тогда рассмотрим последовательность функций 
ю(т) таких, что }1(т) = зшпх, если 0 < пх < т, и }» (т) = 0 при 
других т. Очевидно, 


> |5 [2с1. 





тах |{в(2)| =1, ДПльаа = =, 


и поэтому эти нормы не могут быть эквивалентными. 

Пусть в линейном нормированном пространстве Х выделена 
некоторая система элементов ы 
То. аЕА, (6) 
где А — множество индексов. 

Определение 6. Система элементов (6) называется полной 
в пространстве Х, если ее линейная оболочка плотна в Х, т.е. 
если для любого элемента 5 Е Х выполняется условие: для любого 
Е > 0 существуют такие элементы хо ,...,То„ системы (6) и такие 


числа А!1,..., Ал, ЧТО 
п 
х- У Аута, | < Е. 
= 


Определение 7. Линейное нормированное пространство на- 
зывается сепарабельным, если в нем существует счетная система 
элементов, линейная оболочка которой плотна в этом простран- 
стве. 
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Из теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывных функ- 
ций многочленами следует, что в пространстве Са; 6] система функ- 
ций ^ 

а (7) 


является полной. Следовательно, пространство С|[а;6] сепара- 
бельное. 
Легко доказать, что пространство С»(А), гдер 2 1иД = [4; 4], 
тоже является сепарабельным. 
пределение 8. Последовательность элементов е!,е2,..., 
....@л)... линейного нормированного пространства Х называется 
базисом пространства Х, если каждый элемент х Е Х имеет и 
притом единственное разложение по этой системе, т.е. если су- 
ществует и притом единственная последовательность чисел Ап, 


пе №, такая, что 
со 
т = › Апел. 
п=1 


Здесь ряд сходится к элементу х по норме пространства Х’, т.е. 
выполняется условие: ы 
У=Е>0 ЭМ: Уп>МмМ |-»,№ек| <=. 
К=1 


т 
Очевидно, что система функций (7) хотя и является полной в 

пространстве С[а; 6], однако она не будет базисом в этом простран- 

стве. Типичным примером базиса является тригонометрическая 


система 1, с0з т, зп т,...,с08 ПТ, ЗП пхт,..., являющаяся базисом в 
пространстве [2[-п;”]. 


3.3. Теорема о пополнении нормированных пространетв. Пол- 
ное нормированное пространство Х* называется пополнением нор- 
мированного пространства Х, если в Х* существует подпро- 
странство Х’, которое изоморфно пространству Х и плотно в про- 
странстве Х*. 

Напомним, что плотность Х’в Х* означает, что для любого 
5* Е Х* выполняется условие: 


УЕ>0 З2ЕХ’: |2* 21|, <, : 
где ||... ||, обозначает норму в Х*. 


Теорема. Любое линейное нормированное пространство 
имеет пополнение. 


Доказательство. Любое нормированное пространство Х 
является метрическим с метрикой р(т,у) = |5 —у|. При дока- 
зательстве теоремы о пополнении метрического пространства Х 
было построено полное метрическое пространство Х*, элементами 
которого являются классы эквивалентных фундаментальных по- 
следовательностей элементов из Х, и было показано, что мно- 
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жество Х’, элементами которого являются классы последователь- 
ностей, каждый из которых содержит постоянную последователь- 
ность, изометрично пространству Х и плотно в Х*. 

Для доказательства настоящей теоремы достаточно в Х* 
ввести линейные операции и норму так, чтобы Х’ было подпро- 
странством пространства Х* и чтобы оно было изоморфно про- 
странству Х. 

Пусть =" Е х* иуЕХ*. Тогда если {2} Е т*, {уп} Е у*, 
то через 1* + у* обозначим класс эквивалентных последователь- 
ностей, который содержит фундаментальную последовательность 
{2, + уп}, а через Ах”, где А — число, обозначим класс, содер- 
жащий я последовательность {Ат}. Легко проверяется, что тогда 
Х* — линейное пространство, а Х’ — его подпространство, т.е. 
Х' замкнуто относительно введенных линейных операций. 

Чтобы ввести норму в Х*, заметим, что если последователь- 
ность {т„} фундаментальная, то числовая последовательность 
{|х„||} тоже фундаментальная, так как. 


[о — [20| < 2% = 27| Ут, т. 








Поэтому по определению положим ||т*||, = Па, |5„||. Легко ви- 


деть, что этот предел не зависит от выбора. поСледовательности 
{:„} Е Х*. Кроме того, если 5* Е Х' и {т} Е т*, то ||" ||, = |||]. 

Функция |5*||, на Х* удовлетворяет всем аксиомам нормы. 
Действительно, 


Пе = Ба ево = Ма 


ну = Ба р ей < а (а + ны) = +. 


Теорема доказана. 

Так как в теории линейных нормированных пространств изо- 
морфные пространства не различаются, то линейное нормирован- 
ное пространство Х’, построенное при доказательстве теоремы о 
пополнении, отождествляется с пространством Х, и поэтому дока- 
занную теорему часто формулируют так: 

Любое линейное нормированное пространство содержится 
и плотно в некотором банахтовом пространстве. 


3.4. Примеры линейных нормированных пространств. В п.3.2 
уже были рассмотрены линейные нормированные пространства 
В", Са; 6] и СГ [а;6]. В этом пункте рассмотрим еще несколько 
важных примеров нормированных пространств. 


Пример 1. Рассмотрим семейство линейных нормированных про-› 
странств, элементами которых являются точки из В", а норма для х = 
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= (51,...,2и) определяется по формуле 
х 1/р | . 
а. 
Нар = [УР | , (1) 
3=1 


гдер > 1. В частных случаях, когда р = Тир = 2, известно, что 
функция (1) на В" удовлетворяет всем аксиомам нормы. В общем случае. 
достаточно проверить, что для этой функции справедливо неравенство 
треугольника. 
Сначала докажем несколько вспомогательных утверждений. 
Лемма 1. Для любых неотрицательных чисел а цб и лю- 
бого р > 1 справедливо неравенство в. 
р Ч 
мч - (2) 
р 4 


1 
где 4 такое, что р +-=1. 


Доказательство. Рассмотрим функцию 
у= 271, 20. 
Она на ‚ промежутке (0; оо) строго возрастает и имеет обратную ' 
} д=у"', у20. 
Очевидно, площадь криволинейной трапеции 0аА (рис. 17.1). 


авна —а’, а площадь криволинейной трапеции ОБВ равна 
р , р р р 


-Я. Кроме того, для любых а > 0 


и 6 > 0 объединение этих тра- 
пеций содержит прямоугольник 
(0; а] х 10:6, площадь которого 
равна аб. Следовательно, для 
любых а > би бБ> 0 справед- 
ливо неравенство (2), причем 
равенство будет достигаться тог- 
да и только тогда, когда точки 
А и В совпадают, то есть ког- 





да 6 =аР-!. Лемма 1 доказана. Ра 
Лемма 2. Для любых т = (т1,...,т1) ву = (9/1... у) 
любого р > 1 справедливо неравенство : 
” 
У ели < Иа, (3) 
= 


Е 
где 4 такое, что р +-=Ё 
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Доказательство. Очевидно, если ||т||› = 0 или ||у[а = 0, 
то неравенство (3) справедливо. Предположим, что ||т||› 2 Ои 
[уч 70, и в неравенстве (2) положим 


св _ м 
|2’ ПУШе. 
Тогда 
зо ШТ М 


Пра ор а оа 


Просуммируем эти неравенства по } от 1 до п. В результате полу- 
чим: 


п 

ел Е 
< -+-=1 
Даю Р 9 


Лемма 2 доказана. , 
Неравенство (3) называется неравенством Гельдера для сумм. 


В частном случае при р = 4 = 2 оно обращается в неравенство 
Буняковского. 


Применяя неравенство Гельдера, получаем: 


п п п 
УСвучниР < Уи а] + Уи РЦ < 
2—1 = | = | 
1/9 : 


п 
< | Учим | (ар + И). 
д=1 


А так как (р —1)4 = р, то 


2+ < +9 (а [ь + 9), 
и, следовательно, 


[ар < [+ 
Это неравенство треугольника для нормы (1) называется неравен- 
ством Минковского для сумм. 


Лемма 3. Для любого х = (11,...,тв) справедливо равен- 
ство 
1/р 


п 
т т; Р = шах |т;|. 4). 
Ув к 9 


р-Ь-+оо 
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Действительно, пусть, например, пах; |т;|={21|, 21 #0. Тогда` 
1/р 
с УР | 
Пер = |1] [1+7 | и 
1=2 | р 


при р -? +00. 
Равенство (4) можно записать в следующем виде: 


[5 ||о = тлах [у 


Используя это обозначение, в случае р = 1 получаем неравенство 


п 


У ел < а, 


= 


которое аналогично неравенству Гельдера в случае р > 1. 
Очевидно, что для любого р 2 1 справедливо неравенство 


со < [ар ВР о. 


Из того, что в Е” все нормы эквивалентны, и того, что В” 
с нормой ||т||2 полно, следует, что Е” с любой нормой является 
полным пространством. 


Пример 2. Пусть Х — множество всех ограниченных числовых. 
последовательностей {2%}, {пк}... Линейные операции для них введем 
обычным образом. Именно, если х = {&% }, у = {пк}, то по определению 


положим 
т+у= {& + п}, ат = {аёь}, 


где а — число. Очевидно, сумма двух ограниченных последователь- 
ностей и произведение ограниченной последовательности на число явля- 
ются ограниченными последовательностями. В этом линейном простран- 
стве норму введем с помощью равенства 


||=|| = ор |6. (5) 


Легко проверяется, что функция (5) на множестве Х удовлетворяет 
всем аксиомам нормы. 

Так полученное нормированное пространств называется простран- 
ством т ограниченных числовых последовательностей. Покажем, что 
это пространство полное. 


Пусть последовательность {т„} элементов пространства т является 
фундаментальной, т.е. если г, = {&}, то выполняется условие: 


УЕ>0 ЗМ: УпрМ, Ур зир|& - 27| <=. (6) 
к 
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Тогда для любого фиксированного К числовая последовательность {#2} 
тоже фундаментальная и, следовательно, имеет предел. Пусть 


= 


В неравенстве |&7 — р | < &, которое следует из неравенства (6), 
перейдем к пределу при р -? со. В результате для любого К получим 


неравенство 
Е -&| <= Уп> М. 
Отсюда следует, что 


зир |6 —&| <=; Уп> М, 


т.е. последовательность {1„} сходится к элементу х = {&}. Чтобы 
завершить доказательство, заметим, что ||т|| < +с0. Действительно, 


|} < |5 — м + [м1 < = [м1 < +00. 


Таким образом, пространство т ограниченных числовых последо- 
вательностей банатово. 

Пример 3. Пусть Х — множество всех сходящихся числовых по- 
следовательностей {&%}, {1к},... Линейные операции и норму введем 
так же, как и в пространстве т ограниченных числовых последователь- 
ностей. Полученное линейное нормированное пространство является 
подпространством пространства пт. Оно называется пространством с 
стодящится последовательностей. Покажем, что это пространство пол- 
ное. 

Пусть последовательность {ти} элементов пространства с является 
фундаментальной. Из полноты пространства т следует, что {т} схо- 
дится к некоторому 5 = {& } Ет. 


Последовательность {6} сходящаяся. Действительно, для любого 
Е > 0 существует № такое, что =. 


[кар — вк] < [вер — р + [р — & 1+ 166 — &|+ < 
< 2 — тм + |врнр — 51 < 25+ р, - 1 


для любых Кир. А так как последовательность {& } сходящаяся, то от- 


сюда следует, что последовательность {&} фундаментальная, и поэтому 
тоже сходящаяся. 


Таким образом, пространство с сходящихся числовыт последова- 
тельностей банатово. 

Пример 4. Пусть Х — множество всех числовых последователь- 
ностей {&%}, {1к},..., для которых ряд 


со 
3 |6ыР, р 2 т 
К=1 


сходится. 
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Результаты линейных операций, определенных так же, как и в при- 
мерах 2 и 3, принадлежат множеству Х. Действительно, если х = {&} 
иу= {1} принадлежат Х, то 


п 1/р ъ п 
Ут | < УР) +|У тыр 
К=1 Е=1 Е=1 


Отсюда при п -+ со получаем неравенство Гельдера для бесконечных 
сумм 


1/р 1/р 


/Р 1/р 1/р 


со 1 со со 
Ут | < У а! +[УР) , 
&=1 К=1 К=1 


из которого следует, что множество Х с введенными операциями явля- 
ется линейным пространством, а для функции 


1/р, 


Па = | УЕ . 
К=1 . 


справедливо неравенство треугольника. Другие аксиомы нормы оче- 
видны. 


Полученное линейное нормированное пространство называется про- 
странством [р. Докажем, что это пространство полное. 


Пусть последовательность {х„} элементов пространства ({», р 2 1, 
является фундаментальной, т.е. 


У=Е>0: Упт> М [11-1 <, м © (7) 
и, в частности, если т = {&}, то |2 -Е/| <= УК. Следовательно, при 
каждом фиксированном К последовательность {&} имеет предел. Пусть 


& — &ь при п - со, и пусть д = {4%}. 
Из неравенства (7) следует, что 


м 
УЕ - ЕР <= 


Е=1 


для любого М Е Ми любых п, т > М, и поэтому в пределе при т -} +0 
имеем: 


- 


м 
Ув -&Р <=Р Уп> М. 
Е 

Отсюда при М - со получаем: 
г 
УЕ -аР <=? Упр М, | 
&=1 


т.е. |т,-т|р<=Е Уп>М. > 
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Наконец, из неравенства 


Пер < [2 — жм|р + [ем [р <= м [р 
следует, что тЕ{.. 
Таким образом, пространство 1, банахово. 
Пример 5. Рассмотрим множество всех функций /, определенных 
и непрерывных на отрезке [а;6]. Очевидно, это множество с естествен- 


ными линейными функциями является линейным пространством. На 
этом пространстве рассмотрим функцию 


ь 1/р 
ЛЬ = | ие __® 


и покажем, что она при любом р > 1 удовлетворяет всем аксиомам 
нормы. Очевидно, нуждается в проверке только неравенство треуголь- 
ника. Для этого сначала докажем неравенство Гельдера для интегра- 
Сов, ” 

Лемма 4. Для любых двут функций | и д, определенных и 
непрерывных на отрезке [а;6], и любого р > 1 справедливо не-. 
равенство 


ь 
Голедокаь «ЛЬ Ло, 6 


11 
где 4 такое, что = + - =1. 


Доказательство. Очевидно, если ||/|р = 0 или ||9|9 = 0, 
то неравенство (9) справедливо. Предположим, что ||/ ряби. 
[9 7 0, и применим неравенство (2) к числам т 

т т 
д— И в _ Ва) 
р’ ^^ п 








Тогда 


——-—ы _. - 


ПА р Пр 9’ 


Проинтегрируем это неравенство по х от а до 6. В результате по- 
лучим: 





(92) 1 ар 1 а) 


5 
леди 


1 
а 
—<- 

ра г р 
Лемма 4 доказана. 


1 
Е 
Ч 
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Теперь, применяя неравенство Гельдера, как и в примере 2 для 
сумм, получаем: 


ь ф 
лед яр аз < лад + р-н 


: 6 
+ [пуд бодро а < У +9 ЛЬ +9) 


и, следовательно, 


Л + эр < ЛЬ + 19 


для любого р > 1. Для р = 1 оно очевидно. 

Это неравенство называется неравенством Минковского для 
интегралов. 

Таким образом, в линейном пространстве всех функций, опре- 
деленных и непрерывных на отрезке ев В], можно ввести норму по 
формуле (8). Это линейное нормированное пространство обозна- 
чается СГр[а; 6] или Г4[а; 5]. | | 

Как и в случае р = 1 (см. п.1.2), доказывается, что простран- 
ство СЁ»[а;5] является неполным. Пополнение этого пространства 
обозначается Гр[а; 6] и называется пространством функций, сум- 
мируемыхл в р-й степени. 


84. Операторы в линейных 
нормированных пространствах 


4.1. Общие замечания. В этом параграфе будем рассматривать 
операторы, действующие из одного линейного нормированного про- 
странства в другое. Для таких операторов имеют смысл все поня- 
тия, введенные в 82 для отображений одного метрического про- 
странства в другое, и остаются справедливыми все доказанные 
там утверждения. Здесь лишь напомним некоторые общеприня- 
тые обозначения и понятия. 

Пусть задан оператор }, действующий из множества Х в мно- 
жество У. Через О; или О({), как обычно, будем обозначать 
область определения оператора {, а через В; или В(]) — множе- 
ство его значений. В общем случае не предполагается, что О; = Х 
или К; ЕУ. 

Пусть заданы два оператора } и Р, действующие из Х вУ. Они 
называются равными если О; = Ори {(х) = Е(т) для любого 
.ЕРШ,. Если же О; С Орки (т) = Е(т) для любого г Е О’, 
то оператор Р называется расширением оператора }, а оператор 
} — сужением оператора Е. 
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Как известно, вместо термина “оператор” можно использовать 
термины “функция” или “отображение”. _ ; 

Определение 1. Оператор {, действующий из нормирован- 
ного пространства Х в нормированное пространство У, называ-_ 
ется ограниченным, если он любое множество М С Оу, ограни- 
ченное в Х‚ переводит в множество {(М), ограниченное в У. 


Короче, оператор } называется ограниченным, если образ лю- 
бого ограниченного множества из Д; является ограниченным. 

Отметим, что линейная функция у = ат + 6, а 2 0, рассма- 
триваемая как оператор, отображающий К на К, является ограни- 
ченным оператором. В этом смысле и функция у = 12, Е В, 
является ограниченным оператором. 


Определение 2. Последовательность операторов /[п, действу- 
ющих из Х в У, называется сходящейся на множестве О СХ, 
если ДСО, Уп, ФСОги {, (т) - {(2) при п -+ со для любого 
ТЕР. 


В этом случае иногда говорят, что [» при п -$ со сходится 
поточечно на О к {. 


Таким образом, }» -+ } при п - со поточечно на ДО, если 
Паш |Лк(2) — 1(2)| =0 Узе я | 


Если же , и 
Прп ы. 1 (2) - Аз) = 0, о 


то говорят, что м сходится к } равномерно на множестве О. 
Сделаем еще несколько замечаний относительно линейных опе- 
раторов. 
Пусть Х и У — линейные пространства (оба над полем дей- 
ствительных чисел или оба над полем комплексных чисел). 


Определение 3. Оператор {, действующий из Х в У, назы- 
вается линейными, если О; — линейное многообразие, и если 


опт + а 272) = ол} (71) + а2{(т2) 
для любых 11,12 Е О; и любых чисел о1, #2. 


Легко видеть, что у любого линейного оператора множество 
значений является линейным многообразием. 

Как и в линейной алгебре, линейные операторы будем обозна- 
чать в основном буквами А, В ит.д. и писать у = Ах, у = Вти 
т.д. 

Из данного определения видно, что линейный оператор А, дей- 
ствующий из Х в У, не обязан быть заданным на всем Х, но он 
всегда задан на линейном многообразии, т.е. на линейном под- 
пространстве пространства Х. .. : 


„ 
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Если ограничить себя только рассмотрением линейных про- 
странств, то не ограничивая общности, можно считать, что ли- 
нейный оператор, действующий из Х в У, определен для любого 
ТЕХ. 

Если же Х — нормированное пространство, то наиболее ин- 
тересным является случай, когда область определения линейного 
оператора плотна в Х. Однако если этот линейный оператор огра- 
ничен, то, как будет показано ниже, его можно продолжить по 
непрерывности на все пространство Х. А так как изучение не- 
ограниченных операторов выходит за рамки нашего курса, то в 
дальнейшем будем считать, что любой линейный оператор, дей- 
ствующий из Х в У, определен на всем пространстве Х.. 

Через 2(Х;У) обозначим множество всех ограниченных ли- 
нейных операторов, отображающих Х вУ, 


4.2. Линейные операторы. Пусть Х и У — линейные норми- 
рованные пространства. Легко видеть, что линейный оператор А 
непрерывен в любой точке области определения Од С Х, если он 
непрерывен в точке х = 0. Действительно, если хо Е ДлитЕ ДА, 
то т — 10 Е Олди Ат — Ато = А(т -— то). Поэтому если оператор 
А непрерывен в точке х = 0, то А(х — 10) > 0 при х - 10, и, 
следовательно, Ах -} Ахо при т -} 10, Е ДА. 

Теорема 1. Если линейный оператор А, действующий из 
Х вУ, ограничен на единичном шаре, т.е. если существует 
постоянная С’> 0 такая, что 


42| <С УзеДА, [| <1, 


то он ограничен на ОА. 
Действительно, если множество М С Дд ограничено, то 


ЗА >0: || <Е УтЕМ, 
и поэтому 


УзЕМ |4 = в|А (=) < ВС. 


Следовательно, оператор А любое ограниченное множество М С. 
С ДА переводит в ограниченное множество пространства У’. 
Определение 1. Для любого линейного оператора А, дей- 
ствующего из Х в У, величина 
«| = зар |142], те РА, 


[15| <1 
называется нормой оператора А. 
Таким образом, всегда ||А|| > 0. В частности, если ||А|| = 0, 
то А — нулевой оператор. Если же ||А|| = +00, то А — неограни- 
ченный оператор. 


Из теоремы 1 следует, что линейный оператор ограничен тогда 
и только тогда, когда его норма ограничена. 


к 
\ 
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Следствие 1. Линейный оператор А, действующий из Х 
в У, ограничен тогда и только тогда, когда существует по- 
стоянная С > 0 такая, что 


1А2|| < С]2| УзЕ ДА. 
Очевидно, 
зир |А2|| < ||4|. 
Дж =1 


С другой стороны, если 0 < ||5|| < 1, то 


3 


[А < зар |421. 
Га 


Аз] = [|| . 











и поэтому 


Таким образом, для любого линейного оператора А справед- 
ливо равенство 


|А| = ея ТЕДА. 


20 |||’ 


Следствие 2. Дия любого линейного оператора А, действу- 
ющего из Х в У, справедливо неравенство 


[Аз] < |4. |=| Узе ра. 


Следствие 3. Если линейный оператор А ограничен, то 
он непрерывен в любой точке то Е а. 


Действительно, так как 
[45 — Ахо|| < [А|| | — 20], 


то Ах ->› Ахо при т -$ 10. 
Для линейного оператора А, у которых Дд = Х, справедливо 
следующее, кажущееся неожиданным, утверждение. 


Теорема 2. Для того чтобы линейный оператор А: ХУ 
был ограничен, необтодимо и достаточно, чтобы он был непре- 
рывен в точке т = 0. 


Доказательство. Уже доказано, что если оператор А огра- 
ничен, то он непрерывен. Обратное утверждение докажем методом 
от противного. 

Допустим, что линейный оператор А является непрерывным 
в точке т = 0, но не является ограниченным на Х. Тогда для 
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любого п Е М существует элемент х„ Е Х такой, что ||тп|| < 1 
| Ат„|| > п, и, следовательно, 


МС») 


С другой стороны, так как 


>21 УМпЕМ. м. 





Ти 


1 
< --0 при п, 
п п 











и оператор А непрерывен в точке х = 0, то 


[(") 

п 
Полученное противоречие показывает, что наше допущение невер- 
ное. Теорема 2 доказана. 

В конце этого пункта докажем теорему о продолжении линей- 
ного оператора по непрерывности. 

Пусть А — линейный оператор, у которого область определения 
ДА плотна в пространстве Х. Кроме того, будем считать, что 
‚ пространство У банахово. 


Теорема 3. Пусть А — линейный ограниченный но, 
действующий из нормированного пространства Х в банатово 
пространство У. Тогда если Од плотна в Х, то существует 
линейный ограниченный оператор А: Х -+У такой, что Ах = 
= Ах УтЕ Ом [А|| = |А|. 


Доказательство. Пусть 5 Е Х, нот Я РА. В силу плот- 
ности Од в Х существует последовательность элементов хп Е Од 
таких, что гл -> 5х при п -} со. 

Из неравенства 


[Аха — Аи < |141 | ь — 20| 


и ограниченности оператора А следует, что последовательность 
Атп, пЕ №, фундаментальная. А так как пространство У бана- 
хово, то эта последовательность имеет предел. Положим 








Ат = Ши Азв 
п>оо 


и покажем, что это определение корректное. 


_ Пусть 2, Е Олди - х при п - 00, и пусть Е 
= Ши Аг "= Ша Ах’. р 
т В: | 


Тогда | 
[уу < [у - Аа + [Аза — Аз + [Аз -У|-—0 
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при п > со, поскольку 
[Аи — Ажь | < А [с — 2—0 


при п - со. Следовательно, у = у. 


Линейность оператора А очевидным образом следует из линей- 
ности оператора А и свойства линейности предела. 


Наконец, очевидно, что ||А|| < ||А||. С другой стороны, из не- 


равенства 
А» < ПА [2] 


при п -+ со следует, что 
|[Аз| < ||. |=] УхЕХ, 
и поэтому ||А|| < |||. Теорема 3 доказана. 


4.3. Примеры ограниченных линейных операторов. Как из- 
вестно, любой линейный оператор, отображающий Е” в Е", за- 
дается равенством 


у= Аз, ЕВ", (1) 
где А — квадратная матрица порядка п, атиу — 
п-мерные столбцы: 

т = (11,12,...,Ти), у = (91,2, ... м). 


Если а;; — элементы матрицы А, то матричное равенство (1) в ` 
7 } 
координатах записывается так; 


> 


п ` 
а ° (2) 
1=1 


Так как в В" норму можно задавать разными способами, то 
одно и то же равенство (1) или (2) может задавать различные 


линейные операторы. Рассмотрим несколько примеров таких опе- 
раторов. 


Пример 1. В линейном пространстве В” введем норму по формуле 
|121 = шах |2; 
3 
и через с" обозначим полученное нормированное пространство. Будем 
рассматривать А как оператор, действующий из с” в с". 
Из (2) следует, что 


п 


| < У [ав [2 #=1,2,...,п, 
1=1 








| 
| 
| 
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и поэтому 


п 
Мс < в. [| |2||‹ Усе В". 
2= 


Следовательно, оператор А : с" -> с" ограничен, причем _ 


п 
[< тах |4. (3). 


= 


Покажем, что в действительности здесь выполняется равенство. 

Не ограничивая общности, будем считать, что максимум в (3) дости- 
гается при $ = 1. Тогда для т с координатами т; = збпа:; выполняется 
равенство 

г с 
Пе = у = У [оч . 


‘1 


Отсюда и из (3) следует, что 


: ` ы : 
ПАЙ = шаху |0 


2=1 


Пример 2. Через И, р> 1, обозначим линейное пространство В" 
с нормой 


1/р 


п 
ев = [Ув чан нд 


2—1 


и будем рассматривать А ‘как оператор, действующий из Юва, где 


Те ыЕ Тогда 
р а 


ч\ 1/9 
п п 
ПУШе = [УГУ ав; 
Е |= 
А так как, согласно неравенству Гельдера, 
1/9 1/р 
п п п 
У ‘ант; < | Увы" Ув? |, (4) 


1=1 1=1 1=1 


29 Зак. 193 
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то 
1/9 


п 
Па < ГУ [а | [=Йр- 


1.7=1 
Следовательно, оператор А : 1 -+ № ограничен, причем 


1/4 


ПАН | У |0 (5) 


$7=1 
Можно показать, что в действительности здесь выполняется равенство. . 


Пример 3. Пусть оператор А действует из 11 в 1, р> 1. Тогда из 
равенства 


а Р\ ИР 
Пур = | У У ацу; о 
91 |5=1 
и неравенства (4) следует, что 
р р/ч\ МР 
[< 2. > о |2}. 
#1 \1= 


Следовательно, оператор А : [; -? 1, ограничен, причем 


р/а\ МР 


в: п з р 
ПАН | ОУ в 


= \7=1 


Можно доказать, что в действительности здесь выполняется равенство. 
Аналогично линейным операторам из В" в В" можно рассмотреть 
линейные операторы, заданные равенствами 


со 
и= У аут, ГА | (6) 
31=1 


и действующие из одного пространства последовательностей в другое. 
При некоторых ограничениях на бесконечную матрицу А с элементами 
а:; эти операторы будут ограниченными. 


саг жа! 
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Пример 4. Через т обозначим пространство ограниченных чи- 
словых последовательностей и покажем, что оператор А; т -+ т, за- 
данный равенствами (6), ограничен, если 


я = р. [а4;| < +00. 
$ 


4=1 
Из (6) следует, что и 
оо А 
УЕ и < У ав [а И, 
у 
и поэтому 
[ул < т. 


Следовательно, оператор - : т > т ограничен, причем ||А|| < 7 
Докажите, что ||А|| = 


Пример 5. Через 1, . > 1, обозначим линейное пространство по+ 
следовательностей с нормой и 


1/Р 


со 
Пр = | УоеуР 
а 


9=1 7 


и покажем, что оператор А : {, -$ 4, заданный равенствами (6), ограни- 


‚чен, если 


ы 1/4 
В= у. ТЫ < +. 
$,7=1 
Как и в примере 2, получаем: 
со | со я 
ода < | УовуМ | а» Пн < ВИ. 


1=1 1=1 


Следовательно, оператор е 1; -+ 14 ограничен, причем ||4|| < В 


Докажите, что ||4|| = 
Аналогично а что если 


р/ч\ 1/Р 


со со а 
у У Та; . < +00, 


=1 \=1 


то оператор А: № 1,р>1, заданный равенствами (6), р 
причем 
[4] =а. 


29* 
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Пример 6. Рассмотрим теперь линейные операторы вида 
$ 
(=) = ] К(т, що че, (1) 
а 


где функция К (т, &) непрерывна на квадрате Д? = АхА, где А = [а;5]. 
Такие операторы называются интегральными ’ а функция 
К(т,ё) — ядром этого оператора. Обычно интегральный оператор (7) 
обозначают той же буквой, что и его ядро. 
Очевидно, оператор К’: С(А) -+ С(А) ограничен, причем 


ь 
с < ] |К(е, 514 | 1ыс. 


с 


Оператор К : СЁ»(А) - СГ.(А) тоже ограничен. Именно, как и в 
примере 2, доказывается, что 


Пк, < ПК, › ПыЙь, (8) 


где 
1/9 


`` щь= | Кона 


Предельным переходом можно доказать, что оператор К : Ё»(АД) 
— Га(А) ограничен и для него справедливо неравенство (8). 


4.4. Пространства линейных ограниченных операторов. Мно- 
жество 2(Х; У) всех ограниченных линейных операторов, отобра- 
жающих нормированное пространство Х в нормированное про- 
странство У, с естественными операциями сложения двух опера- 
торов и умножения оператора на число является линейным про- 
странством, а норма оператора является нормой в этом линейном 
пространстве. 

Действительно, если Аи В — линейные операторы, действую- 
тие из Х вУ, то для любых чисел а и В оператор С’ = «А + ВВ, 
определяемый равенством 


Ст =аАт-+ ВВх УтЕХ, 
тоже линеен, так как 


С(А т + А2т2) = о(А1 Ат + А2Ат2) + В(А! Вх: + А2Вт2) = 
= А; (аАл + ВВт1) + А2(аАхо + ВВт2) = А! Сл + А2Сто. 
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Далее, если операторы А и В ограничены, то операторы А + Ви 
@А тоже ограничены, так как 


[А+ ВИ = зар |А2+ Ва < 
= <1 


< эр (|4 + |В=]|) < |] + [В 
[5 <1 


[о] = зир [Аз] = |0] зар |А2|| = |4 + [А|. 
|: [а <1 


Отсюда, в частности, следует, что 
ПА В < ПА +В [еА| = а] [4]. 


Кроме того, ||А|| > ОУАЕ ГХ; У), причем, если ||А|| = 0, то 
Ат = О Уте Х. Следовательно, норма оператора удовлетворяет 
всем аксиомам нормы. 

Таким образом, [(Х;У) — линейное нормированное простран- 
ство. 

Пусть А, Е [(Х;У) иАЕ ЦХ; У). Из очевидного равенства 

зир |Апх — Ат| = | — 4] 

[12| <1 
следует, что сходимость последовательности линейных операторов 
по норме пространства [(Х;У) равносильна равномерной сходи- 
мости этой последовательности на шаре ||х|| < 1. Поэтому если 
А, —А]| 0 при п - со, то говорят, что последовательность 
операторов Ап, пе №, стодится равномерно к оператору А. 

Теорема 1. Если пространство Х нормированное, а про- 
странство У банахово, то пространство Г(Х;У) тоже бана- 
тово. 

Доказательство. Пусть последовательность операторов Ап Е 
Е [(Х; У), пЕ М, фундаментальная. Из неравенства 


Ал+рх — Атз|| < [Апр — А» |. ||| 


следует, что при любом т Е Х последовательность {Ах} тоже 
фундаментальная. А так как`пространство У полное, то эта по- 
следовательность имеет предел. Положим 
у = Нм Аз г. 
п—осо 

Эта формула определяет линейный оператор у = Ах. Докажем, 
что он ограничен. 

Из неравенства | ||Ал-+р — |Ап||| 
словая последовательность {||А„||} 
ствие, ограниченная. Пусть ||А‚|| <С \Уп. Тогда 


< 
[Ал] < [|| [1 < С|=| УпЕ № 


< |Ал-+р- Ап|| следует, что чи- 
фундаментальная и, как след- 
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Отсюда в пределе при п -} со получаем неравенство 
42|] < С, 

справедливое для любого 5 Е Х. Теорема 1 доказана. 

Наряду с равномерной сходимостью в пространстве Г(Х;У) 
можно рассматривать и поточечную сходимость. 

Очевидно, если А’ -> А при п - со равномерно, то Аз 
— А при п -$ со поточечно. Следующий пример показывает, что 
обратное утверждение является неверным. 

Пример. Рассмотрим пространство 41. последовательностей 
= {11,12,...т,...} с нормой 


= С: м) е 


2 
Е 


&=1 


В этом пространстве исследуем действие оператора проектирования у = 
= Рьт, который последовательности х ставит в соответствие последова- 


тельностям у = {11,12,...,2,,0,...}. Тогда 
со 
Рей = У) ый +0 
&=п-+1 


при п - со для любой последовательности хЕ{5. Следовательно, Р, -+] 
при п -» со поточечно, где [ — тождественный оператор в 12. Однако 
эта сходимость не будет равномерной. Действительно, если [= =1и 
Ри = 0, то ||Рьз — т|| = ||7|| = 1. Следовательно, 
ПР», -1|= зар |Р5-2|] >21. 
|= <1 


> 


для любого п Е М. 


4.5. Дифференцируемые операторы. Пусть Х и У — линейные 
нормированные пространства, и пусть } — произвольный опера- 
тор, действующий из Х в У, с областью определения О; СХ. 


Определение 1. Оператор ], определенный в некоторой ок- 
рестности точки х Е Ог, называется дифференцируемым в точке 
1, если существует линейный ограниченный оператор А: Х + У 


такой, что К К) Ь 
‚ Л(ш+п)-/а)- 
| ииит 


Линейный ограниченный оператор А называют дифференциа- 
лом Фреше и } в точке 5 и обозначают О} или, более 


подробно, О}(т). 
Оператор а, заданный равенством 


(5+1) - Г(2) - АВ 
Е 


=0. (1) 
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определен в некоторой окрестности точки А = 0, кроме самой этой 
точки. Доопределим его, положив ©(0) = 0. Тогда условие (1) 
можно записать в виде следующего равенства: 


(+1) = [(2) + АВ + а(В)| В ||, 


где а(№) > 0 при № + 0. 

Как и для числовых функций, в определении дифференцируе- 
мости операторов удобно использовать понятие “бесконечно малый 
оператор” и символ “о-малое”. 


Определение 2. Оператор Д, действующий из Х в У, назы- 
вается бесконечно малым при т -} то, то Е Ов, если 


Ша (| = 0 
В этом случае будем писать 
В(т) =о(1) при 2—1. ,“ 


Если (т) = =(т)||5 — то||, где =(т) = о(1) при х -$ 10, то, как 
обычно, будем писать 


СН Вад 


В(т) =о(т-10)} при 1-10. 
Используя эти понятия, определение дифференцируемости опе- 
ратора можно сформулировать следующим образом. 


Определение 1". Оператор / называется дифференцируе- 
мым в точке т Е Пг, если существует линейный ограниченный 
оператор А: Х -+ У такой, что 


{(= +1) - Л(2) - АВ = о(п) (2) 
при В -+ 0. 


Асимптотическое равенство (2), как и для числовых функций, 
записывают еще и так: 


(т +В) = К?) + АВ + о() 


№ 


при й -} 0. 
Таким образом, если опёратор / дифференцируем в точке х Е 
ЕД, то г 
1(= +1) - (=) = БИ)й + (1) | 
при В -+ 0. | 


Легко доказываются следующие утверждения: 

1. Если операторы } и д, действующие из Х в У, дифферен- 
цируемы в точке т, то для любых чисел А и и оператор А] + 9 
тоже дифференцируем в точке т и | 


Р(А{ + р9) = АБУ +04. 
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2. Если оператор }, действующий из Х.в У, дифференци- 
руем в точке х, а оператор 9, действующий из У в нормиро- 
ванное пространство 2, дифференцируем в точке у = } (т), то 
композиция до }, задаваемая равенством = = 9(1(5)), диффе- 
ренцируема в точке х и 

2(9°/) = Рдо р}. 


Наряду с введенным понятием дифференцируемости бывает 
полезным понятие дифференцируемости по направлению. 

Определение 3. Оператор] называется дифференцируемым 
в точке т Е О; по направлению #, если существует предел 


ти [(т +) -— (=) 
+—-0 $ 


Этот предел называют производной Гато по направлению № опе- 


ратора } в точке х и обозначают О, /{ или О, (т). 
Таким образом, согласно определению, 


К:+1) = (5) + Ш (х) + о(®) 
при # > +0. - у 

Отметим, что в заданной точке х Е О; дифференциал Фреше — 
это элемент пространства Г(Х; У), а производная Гато — это эле- 
мент пространства У. 

Очевидно, что если в точке х оператор / дифференцируем (по 
Фреше), то он дифференцируем по любому направлению А, причем. 
Рь/ (т) = БА(®)в. 

Действительно, если оператор } дифференцируем в точке х, то 
Ка +) = Ка) +ФИзтЬ + от) | 
при # >} +0. 


$5. Пространства со скалярным произведением 


5.1. Евклидовы пространства. Понятие скалярного произведе- 
ния векторов и элементов линейного пространства вводится в ана- 
литической геометрии и соответственно в линейной алгебре. На- 
помним, что в линейной алгебре, как правило, рассматриваются 
лишь конечномерные пространства. Здесь введем понятие скаляр- 
ного произведения для элементов произвольного линейного про- 
странства. 

Определение 1. Пусть Ё — линейное пространство над по- 
лем К действительных чисел. Функция (, }: Ех Е -+ В, которая 
каждой упорядоченной паре элементов х,у из Е ставит в соот- 
ветствие некоторое действительное число, обозначаемое (т, у), и 
которая удовлетворяет следующим условиям: 


1. (1,5) 20 УтЕЕ; (1) 
2. (ат, у) = а(т,у) УтуЕЕ, УаЕКЕ; (2) 
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3. (т +у,2) = (1,2) + (9,2) Ут,у,2Е>ЕБ; (3) 

4. (т,у) = (9,7) УтуЕВЕ, (4) 
называется почти скалярным произведением элементов линей- 
ного пространства Е. 

Из свойств (2) и (4) следует, что 

(т, Ву) = В(т,у) УъуеЕ, УВЕВ, 
а из свойства (3) при г = у = 0 следует, что 
(0,2) =0 УзЕЕ. 


Теорема. В линейном пространстве Е, в котором введено 
почти скалярное произведение, функция 


|2] = У(,2), ев © о (5) 
является полунормой. 
Доказательство. Очевидно, 
|| 20 УхЕЕ, |аз| = || ||| УаЕеВ. 
Осталось доказать лишь неравенство треугольника: 


Де -+у[ < [|+ 91. (6) 


Для этого сначала докажем так называемое неравенство Коши- 
Буняковского. 


Лемма. Для любых х цу из Е справедливо неравенство _ 


|(з,у)| < [21| №. (7) 


Доказательство. Очевидно, 
0 < (а2 — у, аз — у) =а? |2? — 2а(т,у) + |9? 





для любого © Е ЕВ. Поэтому если ||| = 0, то (х,у) = 0, и, сле- 
довательно, в этом случае неравенство (7) справедливо. Если же 
м | 
||| > 0, то, полагая а = и получаем неравенство 
| Я 
{т, у)? 2 
0<- + [м] 
Е 


которое равносильно неравенству (7), когда ||| 7 0. Лемма дока- 
зана. 

Теперь неравенство (6) легко следует из неравенства (7). Дей- 
ствительно, 


[ен = [| +2(5,у) + и? < 


< +212 НЫЙ = (= + 0. 


Теорема доказана. 
28. Зак. 193 
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Определение 2. Пусть Ё — линейное пространство над по- 
лем В действительных чисел. Функция (, }: Ех Е -› К назы- 
вается скалярным произведением элементов пространства Е, 
если она является почти скалярным произведением и, кроме того, 
удовлетворяет условию: 


если (т,1)=0, то =0. (8) 


Само число (5, у) называют скалярным произведением элемен- 
тов (векторов) т и у, а элементы г и у — его множителями или. 
сомножителями, соответственно первым и вторым. 

Свойство, выражаемое условиями (1) и (8), называется поло- 
жительной определенностью скалярного произведения, свойс- 
тво (4) — коммутативностью, а свойство, выражаемое услови- 
ями (2) и (3), — линейностью (по первому сомножителю). 

Из коммутативности следует, что скалярное произведение обла- 
дает свойством линейности и по второму сомножителю. 

Из доказанной теоремы следует, что любое линейное простран- 
ство со скалярным произведением является нормированным про- 
странством с нормой, определяемой равенством (5). 

Норму (5) будем называть нормой, порожденной заданным 
скалярным произведением. 

Очевидно, скалярное произведение является непрерывной функ- 
цией относительно нормы, порожденной этим скалярным произве- 
дением. 

Действительно, если тп + хи -? у при п -} со, то 


|(2т, Уп) — (т,у)| < |(тп› Ул) — (2, уп)| + [(2, уп) — (2,у)| < 
< [т — 21|] [и + |5 у — 9-0 
при п -> оо, т.е. „Виа (п, Ул) = (1,9). 


Если, как и в линейных пространствах с полунормой, эле- 
менты т,у из Е, для которых |5 —у|| = 0, считать равными, 
то вместо “почти скалярное произведение” всегда можно говорить 
“скалярное произведение”. В дальнейшем мы всюду, где не воз- 
никает разночтений, будем говорить о скалярных произведениях. 


Определение 3. Линейное пространство над полем действи- 
тельных чисел, для элементов которого определено скалярное про- 
изведение, называется евклидовым пространством. 


Определение 4. Полное евклидово пространство называется 
гильбертовым. 

Неполное евклидово пространство иногда называют предгиль- 
бертовым. 

Очевидно, арифметическое п-мерное векторное пространство 
Е", в котором скалярное произведение векторов х = (т1,...,52п) и 
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у = (91,...,У") определено ло формуле 


(2,5) = хил + `` ` + ХпУл, 
является евклидовым пространством. 

Более того, это пространство полное. В частности, множество 
действительных чисел В является линейным пространством над 
полем действительных чисел, и в нем обычное произведение двух 
чисел является скалярным произведением элементов этого линей- 
ного пространства. 

Приведем еще несколько примеров евклидовых пространств. 

Пример 1. Линейное нормированное пространство 12 над полем. 
действительных чисел, в котором скалярное произведение элементов т = 
= (11, 12,...) иу= (1, у2,.. .) определено по формуле 


, 


(ву) = Уотьуь, 


А 
является евклидовым пространством. Оно является полным. 


Пример 2. Линейное пространство функций, определенных и не- 
прерывных на отрезке А = [@; 8], в котором скалярное произведение 
функций ](т) и 9(т) введено по формуле 


(нд = / вода, 
А Е 


ПЕ 


очевидно, является евклидовым. 

Это пространство обозначается СГ2(Д). Ранее было показано, что 
оно неполное. 

Аналогично, линейное пространство ЕЁ2(А) функций, определен- 
ных и интегрируемых на отрезке А = [а; 5}, в котором скалярное произ- 
ведение введено по формуле (8), тоже будет евклидовым. Следует заме- 
тить, что здесь элементами являются не отдельные функции, а классы 
функций. Функции / (т) и 9(т) попадают в один класс, если 


ле - оодвах = 0. 
: 


5.2. Унитарные (эрмитовы) пространства. Пусть Е — линейное 
пространство над полем С комплексных чисел. 


Определение 1. Функция (, ): ЕХЕ + С называется 
скалярным произведением элементов пространства Е, если она 
удовлетворяет условиям: 

1. (5,5) 20 УхеЕ Е, причем если (1,2) = 0, тот = 0; 

2. (ат, у) = а(2,у) Ут, у ЕЕ, ЧаЕ С; 


:: 


28* 
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3. (т+у,2) = (2,2) + (9,2) Ут, уз ЕЕ; 


4. (т,у) = (у, т) УтуЕЕ, 
где черта означает комплексное сопряжение. 





Из свойств 2) и 4} следует, что 


(, Ву) = В(т,у) УтзуЕеЕ, УВЕС. 


Действительно, 


(г, Ву) = (Ву, =) = В(у, =) = В(т,у). 


Легко видеть, что 


(2. т+У) = (2,2) + (2,9). 


Теорема. В линейном пространстве Е со скалярным про- 
изведением функция 


[|=] =У (7,1), ТЕБЕ, (5) 
является нормой. 


Очевидно, достаточно доказать лишь неравенство треугольника, 
а оно, как и в п. 5.1, следует из неравенства Коши-Буняковского. 

Для доказательства неравенства Коши-Буняковского заметим, 
что 


0< (22 — узаз — 9) = [а ||? — (5,9) — 26,2) + |? 


для любого с Е С. Поэтому если ||т|| = 0, то (х,у) = 0, и, следо- 
вательно, (5,у) = тв ‚ у] для любого уЕ Е. Если же ||| > 0, 


ы Е 


|(в, у) _ (у,=) (2,5) 2__ (У) 2 
м ПР 


Таким образом, 


|(2,у)| < || - № УхуеЕ. 


Из доказанной теоремы следует, что любое линейное простран- 
ство со скалярным произведением является нормированным про- 
странством с нормой, определяемой равенством (5). 

Определение 2. Линейное пространство над полем комплекс- 
ных чисел, для элементов которого определено скалярное произве- 
дение, называется унитарным (эрмитовым или комплексно ев- 
клидовым) пространством. 

Полное унитарное пространство называется гильбертовым. 





то положив а = \— >, получим неравенство 
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Очевидно, арифметическое л-мерное векторное комплексное 
пространство С”, в котором скалярное произведение векторов х = 
= (71,...,21) иу= (щ,..., Уп) определено по формуле 


(т, у) =хил +... + 219, 
является эрмитовым пространством. | 
В частности, в множестве комплексных чисел С скалярное про- 
изведение определяется по формуле (х,у) = 29. : 
Пример 1. Унитарным пространством является линейное норми- 
рованное пространство [> последовательностей комплексных чисел т = 


= (11,52,...} иу= (41, 42,...),... ‚ для которых скалярное произведе- 
ние определено по формуле 


со 
(т, у) = Утик. 
&=1 


Пример 2. Линейное пространство функций } : А - С, опре- 


деленных и непрерывных на отрезке А = [а;6], в котором скалярное 
произведение функций {(т) и 9(т) введено по формуле 


(1,9) = | (=) ат, 
/ 


является унитарным. Оно обозначается СТ2(А). 


Аналогично определяется унитарное пространство ВЁ2(А). 
Пусть Е — некоторое евклидово пространство (действительно 
или комплексное). 


Определение 3. Два элемента евклидова пространства на- 
зываются ортогональными, если их скалярное произведение рав- 
но нулю. 


Определение 4. Произвольная система элементов евклидова 
пространства называется ортогональной, если любые два ее эле- 
мента ортогональны. Если, кроме того, норма каждого ее элемента 
равна единице, то эта система называется ортонормированной. 


Очевидно, любая ортонормированная система является линей- 
но независимой. Примеры ортонормированных систем были рас- 
смотрены в главе 14. 

Пусть в евклидовом пространстве Е задана линейно незави- 
симая счетная система элементов т», п Е №. Покажем, что в Е 
существует счетная ортогональная система уз, у Е №, такая, что 
для любого п элемент у» есть линейная комбинация элементов 
11,..-, т. 

Положим 11 = 41, у2 = оу — 12 и найдем о из условия 
(2,3) = 0. Тогда аи |? = (22, у1). Так как система {2„} ли- 
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нейно независимая, то ||у1|| 2 0, и поэтому 


(72,1) 
[у |2 
2 


Далее, уз = озу! + оду — 13, где о и аз находим из условий 
(уз, у1) = (93,92) =0. Очевидно, 


о = 


1 _ (23.1) 2_ (13,2) 
= 2) = 12. 
уз] |2! 
Пусть уже построена ортогональная система элементов ук 72 0; 
К = 1,2,...,п, таких, что каждое ух есть линейная комбинация 
элементов 21,...‚ ть. Положим ул+1 = а 11 +. Нот Ти1 
и найдем ой 1 из условий (уп+1, ук) =0, К =1,...,п. Тогда 
. х 
т. к _ (Фижь к) ан 


а = ——_—_— 
т Ш? › 


Согласно методу математической индукции, искомая ортого- 
нальная система {у„} построена. Метод, с помощью которого она 
построена, называется методом или процессом ортогонализа- 
ции. 


5.3. Гильбертовы пространства. Как и в теории линейных нор- 
мированных пространств, в теории пространств со скалярным 
произведением особую роль играют полные пространства. 


Определение 1. Пространство со скалярным произведением, 
которое является полным относительно нормы, порожденной этим 
скалярным произведением, называется гильбертовым простран- 
ством. й 


Гильбертово пространство может быть как действительным, 
так и комплексным. Любое конечномерное пространство над по- 
лем действительных или комплексных чисел, в котором введено 
скалярное произведение, является полным. Обычно такие про- 
странства называют евклидовыми, а гильбертовыми называют пол- 
ные бесконечномерные евклидовы пространства. В общем случае 
их обозначают буквой Н с разными индексами. 


Определение 2. Два евклидовых пространства Ё\ и Е_ на- 
зываются изоморфными, если существует изоморфизм |: Ё\ -> 
— Е> линейных пространств Е1 и Е› такой, что 


(1(=), Х(у))2 = (ту) УзуЕ В. 


где (, )1и(, }2 — скалярные произведения в Ё\ и соответственно 
В Е. 
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Определение 3. Гильбертово пространство Н называется 
пополнением евклидова пространства Е, если в Н существует! 
подпространство Е’, которое изоморфно пространству Е и плотно. 

_в пространстве Н. | 

Теорема. Любое евклидово пространство имеет попол- 

нение. 


Доказательство. Любое евклидово пространство Ё явля- 
ется нормированным пространством. Ранее было показано, что 
любое нормированное пространство ЕЁ имеет пополнение, и этим 
пополнением является пространство Ё*, элементами которого явля- 
ются классы эквивалентных фундаментальных последовательно- 
стей элементов из Ё. 

Через Е’ обозначим множество классов фундаментальных п 
следовательностей, среди которых есть стационарная последова“ 
тельность. Тогда каждому т Е Е ставится в соответствие класс 
т' Е Е' такой, что он содержит последовательность т1,1,1,... ‚ при- 
чем, по определению, ||7'|. = |||. Было доказано, что Е’ плотно 
в Е*, т.е. что для любого 5* Е Е* существует последовательность 
элементов т’, Е Е' таких, что 2/, -+ г* при п -+ со. 

Для любой пары элементов :г* и 1/* из Е* скалярное произве- 
дение введем равенством 


(2", у“). = Пат (то, Уп), (1) 


где {ти} Е 2*, {у} Е У". . 
Этот предел существует, так как о 
|(2ть Ут) — (тп› Ул)| < т — 2» Ут + 27 Йут — Уп] 
для любых т и п, поэтому числовая последовательность (тп, уп), 
п Е №, фундаментальная и, следовательно, имеет предел. , 
Легко проверить, что предел (1) не зависит от выбора после 
довательностей {т7.} Е * и {у} Е у* и что функция (г*,у*), на 
Е* х Е* обладает всеми свойствами скалярного произведения. 
Важными примерами гильбертовых пространств является про- 
странство [2 числовых последовательностей и пространство [.2(А), 
где А — некоторый промежуток. Напомним, что [2(А) — зто по- 
полнение евклидова пространства С'2(А). 


№ 


5.4. Ряды Фурье. Пусть в евклидовом пространстве Е задана 

некоторая ортонормированная система } 

е1, е2,... бп»... (1) 

В общем случае эта система может быть как конечной, так и бес- 
конечной. 

Конечномерные евклидовы пространства Ё изучаются в линей- 
ной алгебре. Мы же будем рассматривать бесконечномерные про- 
странства. В любом таком пространстве Ё существует счетная 
линейно независимая система, из которой процессом ортогонали- 
зации можно получить счетную ортонормированную систему. 
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Определение 1. Пусть в евклидовом пространстве Е задана 
ортонормированная система (1). Тогда для любого т Е Е числа 


ак = (т,е,), КЕМ, 
называются коэффициентами Фурье элемента т по ортонор- 
оо 


мированной системе (1), а ряд У ‘але называется рядом Фурье 


&=1 
элемента х по этой системе. 


Теорема 1. Если ак, КЕ М, — коэффициенты Фурье эле- 


оо 
мента т Е Е по ортонормированной системе, то ряд [ак|2 
К=1 
сходится и 
со 
У1ек <. (2) 
Е=1 


Доказательство. Легко видеть, что 


п 2 п 
2-У‘акек| = |112 — У акр, (3) 
Е=1 &=1 
и поэтому 


п 
У еы < [22 
&=1 


для любого 7 Е М. Следовательно, ряд с неотрицательными чле- 
нами |а%|? сходится, и выполняется неравенство (2). 
Неравенство (2) называется неравенством Бесселя. 


Из равенства (3), справедливого для любого п Е М, следует, 
что ряд Фурье элемента т Е Е сходится к т, т.е. 


со 
т = ув акек, 
Е=1 


тогда и только тогда, когда выполняется равенство 
| со 
У т1аь? = [а]. (4) 
К=1 
Это равенство называется равенством Парсеваля-Стеклова. 


Определение 2. Ортонормированная система (1) элементов 
пространства Ё называется замкнутой в смысле Стеклова, если 
для любого х Е Е выполняется равенство (4). 
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Таким образом, для того чтобы любой элемент евклидова 
пространства разлагался в ряд Фурье по ортонормированной. 
системе, необтодимо и достаточно, чтобы эта система была 
замкнутой в смысле Стеклова. 

Докажем теперь так называемое минимальное свойство коэф- 
фициентов Фурье. А именно, докажем, что 


п п 
а, РЕ и мы : (5) 


где а; — коэффициенты Фурье элемента г Е Ё по ортонормирован- 
ной системе (1), а точная нижняя грань берется по всем линейным 


комбинациям элементов е1,е2,..., еп системы (1). 
Легко вычисляется, что 
п 2 ъ ъ 
=- У‘ анек|| = ||? УР + У 1% — к. | 
. К=1 Е=1 Е= 


Отсюда следуег, что минимум этого выражения достигается, когда 
а = ак, что и доказывает свойство (5). 

Напомним, что система элементов нормированного простран- 
а Х называется полной в Х, если ее линейная оболочка плотна 
вх. 


Теорема 2. Если ортонормированная система (1) полна в 
евклидовом пространстве Е, то любой элемент т Е Е разла- 
гается в ряд Фурье по этой системе. 


Доказательство. Так как система (1) полна в нормирован- 
ном пространстве Е, то для любого 5 Е Е выполняется условие: 


№ 
УЕ> 0 ЧЗоа1,..., ам, : =- У‘ акеь <Е. 
= 


Отсюда и из минимального свойства коэффициентов Фурье 
ак = (т, ек) следует, что 


№ 
1$ — У арке! <Е 
К=1 


и, в силу равенства (3), 


х- У `окек <=Е Уп>М.. 
Е=1 


со 
Таким образом, т = У` акек. Теорема 2 доказана. 
Е=1 у 
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До сих пор евклидово пространство Ё могло быть неполным. 
Докажем несколько утверждений, когда Ё полное, т.е. когда Е 
является гильбертовым пространством Н. 


со 
Теорема 3. Если ряд >` |ак|? стодится, то для любой ор- 
К=1 
тонормированной системы (1) в гильбертовом пространстве 
со 


Н ряд У` акек сходится и является рядом Фурье некоторого 
К=1 
элемента ЕН. 


Доказательство. Из равенства 
2 


п-Ер п-Р 
2 
Увкек| = У [аыР, 
К=п-+1 К=п-+1 5 
справедливого для любых пи р, следует, что ряд у акек удовле- 


Е=1 
творяет условию Коши. В силу полноты пространства Н этот ряд 
сходится к некоторому элементу х ЕН: 


со 
т = № акек. 
Е=1 


Из непрерывности скалярного произведения следует, что аз = 
= (т, е»). Действительно, 


п 
(т, ек) = Пип, — а;ез,ек | = ак. 
= 


Теорема 3 доказана. 


Теорема 4. В гильбертовом пространстве Н ортонорми- 
рованная система (1) полна тогда и только тогда, когда в Н 
только ноль ортогонамен всем элементам этой системы. 


Доказательство. Очевидно, если система (1) полна в Н, 
то для любого 5 Е Н выполняется равенство Парсеваля-Стеклова. 
Поэтому если (т,ек) =0 УК, то х = 0. 

Пусть теперь система (1) такая, что в Н только ноль ортого- 
нален всем ех. Выберем некоторое г Е Н и покажем, что если 


ряд 
со . 
> акр (6) 
Е=1 . 


является рядом Фурье элемента х, то он сходится к г. 
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со 
Из неравенства Бесселя следует, что ряд »^ |ак|? сходится, и 
к=1 : 
поэтому, согласно теореме 3, ряд (6) сходится к некоторому эле- 
менту 10, для которого ряд (6) является рядом Фурье. Следова- 
тельно, (т — то,ек) = 0 УК, но тогда х — т = 0. Теорема 4 
доказана. 


Замечание. В теореме 4 полнота системы (1) в пространстве Н 
понимается как полнота этой системы в нормированном пространстве. 
Во многих учебниках для ортонормированных систем полнота определя- 
ется иначе. Именно, ортонормированная система называется полной в 
евклидовом пространстве Е, если в Е только ноль ортогонален всем эле- 
ментам этой системы. Теорема 4 показывает, что оба понятия полноты 
ортонормированной системы в гильбертовом пространстве совпадают. 


5.5. Изоморфизм сепарабельных гильбертовых пространств. На- 
помним, что нормированное пространство Х называется сепара- 
бельным, если в Х существует полная система из счетного числа 
элементов. Вообще говоря, пространство Х может быть как конеч- 
номерным, так и бесконечномерным. Обычно под сепарабельными 
понимают бесконечномерные пространства. 

Последовательность {ех} элементов нормированного простран- 
ства Х называется базисом в Х, если для любого х Е Х суще 
ствует единственная последовательность чисел А», КЕ М, таких, 


что 
со 
х = у’ Акек. 
&=1 


Теорема 1. Во всяком сепарабельном евклидовом простран- 
стве Е существует ортонормированный базис. 


Доказательство. Поскольку пространство Ё сепарабель- 
ное, то в нем существует полная линейно независимая система, 
состоящая из счетного числа злементов: 11,12,...,Хл,... Из этой 
системы и ортогонализации получим ортонормированную 
систему е!1,е2,...,е„,... Очевидно, она тоже будет полной в про- 
странстве Е, и поэтому `любой элемент д Е Е а в ряд 
Фурье по этой системе. Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Любое сепарабельное бесконечномерное гиль- 
бертово пространство Н изоморфно пространству 15 число- 
вых последовательностей. 


Доказательство. Согласно и 1, в Н существует орто- 
нормированный базис е1,е2,..., еп,. Тогда каждому элементу 
+ Е Н поставим в соответствие последовательность а. его коэф- 
фициентов Фурье по этой системе. Очевидно, {ак} Е 15. 
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Из теоремы 3 предыдущего пункта следует, что если {а’} Е 15, 
то ак, КЕ М являются коэффициентами Фурье некоторого эле- 
мента из Н. 


Следовательно, между элементами пространств Н и [5 можно 
установить взаимно однозначное соответствие. Очевидно, если 
т {ак} у фе}, то з+ у - {4+6} и аз - {аз} для 
любого числа ©. Кроме того, 


[5] = У ак, = ВЕР, 
К=1 Е=! 


а из непрерывности скалярного произведения следует, что 
со 
(т, у) = у ‘авбь. 
К=1 


Теорема 2 доказана. 
Очевидно, пространство [> является сепарабельным, поэтому 
из теоремы 2 получаем следующее утверждение. 
Теорема 3. Все сепарабельные бесконечномерные гильбер- 
товы пространства изоморфны между собой. 
‚ Доказательство. Пусть Ни Н’ — два сепарабельных бес- 
конечномерных гильбертовых пространства. Согласно теореме 1, 
в Ни Н' существуют ортонормированные базисы {ек} и {е,}. 


оо 
Тогда каждому элементу х = У) акек поставим в соответствие 
К=1 
со 
элемент т’ = У) аке,. Легко видеть, что эго соответствие явля- “ 
К=1 


ется изоморфизмом гильбертовых пространств Н и Н'. Теорема 
3 доказана. = 


Из доказанных теорем следует, что если ортонормированная 

последовательность {ех } является базисом в евклидовом простран- 

стве Е, то его пополнением является гильбертово пространство, 
со 


элементами которого являются всевозможные ряды У’ акек, у ко- 
Е=1 

торых {ак} Е р, и в котором скалярное произведение определяется 

следующим образом: если 


со со 
=) ве, у= У `внек, 
К=1 Е=1 


то 


со _ 
(т, у) = У ‘аква. 
Е=1 
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5.6. Ортогональные проекции. Пусть [ — некоторое линейное 
подпространство евклидова пространства Ё. 
Определение 1. Элемент уд Е Г называется ортогональ- 
ной проекцией элемента то Е Е в подпространство Г, если 
(20 — у,у) =0 УуЕХ. (1) 
Очевидно, любой элемент т Е Е может иметь только одну про- 
екцию на данное подпространство Г. Действительно, пусть 
(-уьу) =0, (т-у»у)=0 Уу. 
Тогда 
2 — = 
|9 — 92|" = (у - ум -$+5- 2) =0 
и, следовательно, у1 = 12. 
Теорема 1. Для того чтобы элемент уд Е Г был орто- 
гональной проекцией элемента то Е Е в подпространство Г, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 


[ео ой = 0 [о — 9. (2) 
Доказательство. Если ус удовлетворяет условию (1), то, 
очевидно, 
|150 — УР = ((20 — у) + (и — у), (20 — у) + (у — у)) = 


= |0 — ус]? + [шо — УР 
для любого у Е Г, и поэтому выполняется условие (2). 


Пусть теперь выполняется условие (2). Рассмотрим числовую 
функцию 


(и = [20 —%-+ НР, Е К, 


где у — произвольный элемент подпространства Г. 
Если пространство Е действительное, то 


1(#) = [20 — 0 + 220 — уу) +. 
А так как эта функция наименьшее значение принимает при # = 0, 
то }'(0) = 0, и поэтому 
| (20 — 90,9) =0 УуЕГ. 
Если же пространство Ё комплексное, то 
(8) = [о — уд? + 28е(то — уу) + |, 
и поэтому | 
Ке(то - у, у) =0 УуЕГ. в 
Аналогично, если рассмотрим функцию 
(8 = [20 — и + ПУ, 
то получим 
Пи(то — 0,9) =0 УуЕеГ. 


Следовательно, и в этом случае выполняется условие (1). Теоре- 
ма 1 доказана. 
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Теорема 2. Если подпространство Г евклидова простран- 
ства Е полное, то у любого элемента х Е Е существует ор- 
тогональная проекция на подпространство Г,. 


Доказательство. Из теоремы 1 следует, что нужно дока- 
зать, что 


УщЕЕ ЗшЕГ: |2о — уой = 2 [20 — 9]. 


Выберем некоторое 50 Е Ё и положим 


а= шё то = у. 
шо 


Тогда существует последовательность {уп} элементов из Г, такая, 
что 


по -ий = 0 


Покажем, что эта последовательность фундаментальная. 
Легко проверяется, что 


2 


(4) 


__ Ут 4 Ув 


[2 —_ Ут = 2|ун-—хо |2 + ут 202 —4 о 


то 














1 
для любых п и т. А так как (т + ув) Е Г, то 


2 


1 
то - 2(т + п) 2а, 


2 














и поэтому 


[уе — Ут? < 2420 — В + 220 — ут |? — 44. 


Из условия (3) следует, что 
.. р 
У=2 ЗМ: Уп>М |-щ|2<а+ 4 
Тогда из (4) получаем: 


[м ут? < Е? Уп, т > М. 


Так как пространство Ё полное, то существует элемент ур Е Ё 
такой, что ул -? 40 при п -» со. Из непрерывности нормы следует, 
что 


„Виа [20 — У» || = [20 — 0. 


Теорема 2 доказана. 
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5.7. Общий вид линейного функционала. Пусть Е — евклидово 
пространство (действительное или комплексное). 


Лемма 1. Для любого заданного элемента а Е Е функ- 


ционал | 
1(2) = (т,а), ЕЕ, (1) 
является линейным и ограниченным, причем 
У = [а]. 


Доказательство. Линейность очевидна. Ограниченность 
следует из неравенства 


|1(2)| < [а] - || УзЕ В. 
А так как /(а) = ||а|?, то ||/|| = ||. Лемма 1 доказана. ; 


Лемма 2. Если функционал } имеет представление вида 
(1), то элемент а определен однозначно. 


Действительно, пусть 
1(т) = (т,а) и (т) = (1,6) УтЕБ, 
тогда (та -—5) =0 УтЕЕ, и, в частности, (а -в5а-6) =0, 
поэтому а = 6. | 
Теорема. Любой линейный непрерывный функционал } в 
гильбертовом пространстве Н имеет представление вида (1). 


Доказательство. Обозначим через Ё ядро функционала ], 
т.е. множество всех г Е Н таких, что } (т) = 0. Легко видеть, что 
Т нвляется линейным пространством. Из непрерывности функци- 
онала ] следует, что множество Ё замкнуто. Действительно, если 
тв Е Бить — т при п -} со, то 


1 (=) = Ши { (тв) = 0. 
А так как пространство Н полное, то пространство Ё, тоже полное. 
Если Г, = Н, т.е. }(т) =0 Уте НВ, то, очевидно, 
}(2) = (0,5) УтЕН. 


Пусть С 7 Н, т.е. существует элемент то Е Н такой, что 
(хо) 2 0. Через ус обозначим ортогональную проекцию элемента 
1% в подпространство Г и положим 


20 = 10 -— У. 
Тогда /(20) = (20) #0 и (20,9) =ОЧуеЕ Г. 


Так как 1) 
т 
1 (=- и) =0 УтЕН, 
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то 





1(5) 
УзЕН т 


и поэтому 


(=- ле жи) =0 УтЕД. 


Следовательно, 
[1202 
(5,20) = (т 2 
но) = ео (2 
Заметим, что так как {(20) Я 0, то ||20|| 2 0, и поэтому из (2) 
получаем т 
(=) = (та), | 
_ (о) 
где а = 520. Теорема доказана. 


||2о [2 

Отображения любого линейного нормированного пространства 
над полем действительных (или комплексных) чисел в множе- 
ство действительных (соответственно комплексных) чисел обычно 
называются функционалами. Множество всех линейных непре- 
рывных функционалов, определенных на линейном нормирован- 
ном пространстве Х,, с естественными операциями сложения двух 
функционалов и умножения функционала на число является ли- 
нейным пространством, которое обозначается Х* и называется 
сопряженным к Х пространством. 

Из доказанных выше утверждений следует, что любое гильбер- 
тово пространство Н и сопряженное пространство Н* изо- 
морфны. 


$6. Обобщенные функции 


6.1. Введение. В п.5.1 главы 15 на эвристическом уровне было 
показано, что для полной характеристики аппарата, которому со- 
ответствует инвариантный относительно сдвигов линейный опера- 
тор А, достаточно знать отклик Ё(#) этого аппарата на так назы- 
ваемое единичное импульсное воздействие 0(#) в момент времени 
{=0. А именно, было показано, что отклик линейного оператора 
А на входное воздействие }(#) равен свертке функций {(#) и Е(}}: 


Ай = | Г(т)Е(Е- т) ат 
Г 
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Напомним, что при выводе этой формулы единичный импульс 
6(+) понимался как предел единичных импульсов длительности й: 


0, если Ё < 0, . 
б,(®) = 1/, если О<Е<ХЬ, 


0, если > Р, 


при № - 0, и считалось, что отклик Е($) оператора А на им- 
пульс д(#) равен пределу откликов Е» (#) на единичные импульсы 
д»(+) при В -? 0. А так как единичный импульс 0(1) не может 
быть обычной функцией точки, то необходимо придать точный 
математический смысл предельным переходам: 6,(#) -+ 6(№) и 
Е» (+) > Е(+) при А -> 0, да и самому понятию единичный им- 
пульс 9(#)”. 

Один из подходов к решению этих вопросов состоит в принци- 
пиальном расширении представления о функциях. Он исходит из 
того, что в природе объекты наблюдения обычно характеризуются 
их взаимодействием с другими объектами, причем для этого доста- 
точно некоторого набора так называемых пробных” объектов или 
приборов. Так и функцию можно характеризовать не значениями 
в отдельных точках, а как некоторый объект, который определен- 
ным образом действуег на заданное семейство ”пробных” функ- 
ций. 

Например, каждая непрерывная на В ‘функция ](т) на мно- 


9 
жестве С финитных непрерывных на К функций ф(т) порождает. 
о 


линейный функционал, который каждой функции ф Е С ставит в 
соответствие число 


(9) = | еж (1) 
к 


Легко видеть, что если непрерывные функции } и 9 порождают 
равные функционалы, т.е. если 


__ одет = [ боефдат реб, 
в 


В 


то { (5) = 9(2) У ЕВ. - 

Значение функционала (1) можно трактовать как меру взаимо- 
действия функции } и "пробной" функции ф. А так как значения 
этого взаимодействия однозначно определяют функцию ], то вме- 
сто того, чтобы задавать значения ] в каждой точке х Е В, можно 
задавать значения функционала (1) на ”’пробных” функциях ф. 
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о 1 

На множестве функций ф ЕС, кроме функционалов вида (1), 

есть и другие линейные функционалы. Например, таким является 
о 


функционал, обозначаемый д, который каждой функции ф Е С ста- 
вит в соответствие число (0), т.е. задается равенством 


(6,4) =+(0), фЕС. (2) 


Ниже будет показано, что этот функционал не может быть задан 
формулой вида (1) и в этом смысле не порождается никакой не- 
прерывной (и даже локально интегрируемой) на ® функцией. 

Формула (2) определяет так называемую д-функцию, которую 
впервые ввел в науку в конце 20-х годов П. Дирак как функцию, 
обладающую следующими свойствами: 


2 


ни 


| +00 
6(т) =0 У; >20, ] 6(%)ф(т) ах = (0) УрЕС. 


Сразу же было показано, что с математической точки зрения 
это определение некорректное. Конечно, и сам П. Дирак понимал, 
что д-функция не является функцией в классическом смысле и 
что она действует как некоторый оператор. Однако потребовались 
усилия многих математиков, чтобы найти корректное определение 
6-функции и ее производных и затем построить теорию обобщен- 
ных функций как линейных непрерывных функционалов на неко- 
тором множестве достаточно ”хороших” так называемых ”основ- 
ных функций”. — 





о 
6.2. Пространство О. Рассмотрим множество С° финитных 
бесконечно дифференцируемых функций, заданных на К и при- 
нимающих комплексные значения. Это множество с естествен- 
ными операциями сложения двух функций и умножения функции 
на число является линейным пространством. В этом пространстве 
введем понятие сходимости. 


Определение 1. Последовательность функций фь(т) Е Со, 
КЕМ, называется стодящейся к функции (т) Е С°, если 
1.3(4;]: зарфьс [а;6] УК; 


2. Шо зир $0 (+) — $0 (1)| =0 У1=0,1,2,... 
в 


> оо хе 


о 
Последовательность функций из С° называется сходящейся, 
о 
если существует функция из С°, к которой она сходится. 
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© 
Определение 2. Линейное пространство С’ с введенным 
понятием сходимости называется пространством О основных 
функций. 


о 
Если последовательность функций фь Е С° сходится к функ- 
о 
ции ф Е С < в смысле определения 1, то будем говорить, что 
последовательность {фк} стодится в р к функции ф, и писать: 
фк —ф вОпри ксю. 


Очевидно, если зарфк С [а;6] УК и фь -+ ф при К -+ со, тои 
зирфс [а; 5. 

Легко видеть, что пространство ) является полным отно- 
сительно введенной стодимости. Точнее, имеет место следую- 
щее утверждение. 


Лемма. Пусть {фк} — последовательность функций из 
С°. Тогда если а 

1. 3[а;]: зарфьс [а;6] УК; 

2. для любого 1 = 0,1,2,... последовательность {#0} фун- 
даментальна по норме С(Е), 
то существует функция фЕ С° такая, что 


фе > ф в) при К -+ сю. 


Доказательство. Действительно, пусть фундаментальные 
последовательности {фк} и {фу} по норме С(В) сходятся к неко- 
торым функциям фи фр. Тогда из равенства 


т 1 
фь(т) = фь(0) + | ФЕ (8) - 
0 


в пределе при К -$ со получаем равенство 
х 
Ф(=) = #(0) + ) а, 
0 


из которого следует, что функция ф(т) дифференцируема и ф'(т) = 
= 4 (2). Аналогично доказывается, что функция ф'(т) тоже диффе- 


ренцируема и ф"(5) = И ф(т). Поступая так и далее, получаем, 
с 


что ф(х) бесконечно дифференцируема и фь $ фвД при К -+ со. 
Лемма доказана. 
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о 
Очевидно, линейные операции в С <° непрерывны относительно 
введенной сходимости, т.е. если рф; > фифк > фвП при К -> с, 
то 


афь + Ве $ аф + Вфв О при К > со н 
для любых чисел а и В. Кроме того, если Л(т) — бесконечно 
дифферендируемая на В функция, то 


Афк + Арв О при К -$ сю. 


Пример 1. Легко показать, что для любого а > 0 функция 


2 


т 
ехр =_=, если [$| <а, 


0, если || 2а 


(=) = 


график которой имеет вид «шапочки» (рис. 17.2), является финитной и 
бесконечно дифференцируемой. Последовательность 


у о 
1 фь(т) = (а; а), КЕМ, 


сходится к нулю в пространстве О. После- 
довательность | 
1 иг 
фь(т) = т® (;а) ‚ КЕМ, 
—а 0 ах 


тоже сходится к нулю равномерно на К 
вместе со всеми своими производными, т.е. 
Рис. 17.2 удовлетворяет условию 2 из определения 1, 
однако не сходится к нулю в пространстве О, так как она не удовлетво- 
ряет условию 1: не существует отрезка [а; 6}, вне которого все функции 
фк(х) равны нулю. 


6.3. Обобщенные функции. На пространстве Г) основных функ- 
ций рассмотрим линейные непрерывные функционалы. Значение 
функционала } на функции фЕ Д будем обозначать (], 4). 

Напомним, функционал /, определенный на О, называется лу- 
нейным, если 


(1, оф + В) = а(/,ф) + В( 1,4) 


для любых чисел с, В и любых фи из О. 

Линейный функционал } называется непрерывным, если он 
удовлетворяет условию: если фь -$ Ов Д, то (},фь) -> 0 при 
Е со. 


Определение 1. Любой линейный непрерывный функцио- 
нал на О называется обобщенной функцией. 
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В множестве обобщенных функций на ЛД естественным образом 
вводятся операции сложения двух функций и умножения функции 
на число. Именно, для любых двух функций } иди любых чисел 
а и В через с} + В9 обозначается функционал, который на любую 
функцию фЕ р действует по формуле 


{а} + 69, ф) = а(Х,ф) + В(9,$). 


Легко видеть, что так определенный функционал ©} + 69 будет 
линейным и непрерывным, т.е. будет обобщенной функцией на Д. 
(Докажите это утверждение в качестве упражнения. 

Таким образом, множество обобщенных функций на П с есте- 
ственными операциями сложения двут функций у умножения 
функции на число является линейным пространством. Это ли- 
нейное пространство будем обозначать О’. Оно является про- 
странством, сопряженным к пространству О. 


Лемма 1. Для любой локально интегрируемой на В функ- 
ции } функционал 


} 
и 


(-9 = | Ковед, фЕБ, @) 
В я 


является обобщенной функцией. 


Доказательство. Линейность функционала (1) очевидна, 
докажем его непрерывность. 


Пусть фь — 0 при К -+ со, и пусть зирфь С [а; 8] УК. Тогда ‘ 


КЛ < | лы) < | ао вир[рь(8) 0 


при К > 0. Лемма 1 доказана. 


Определение 2. Обобщенная функция называется регуляр-. 
ной, если она имеет представление вида (1) с некоторой локально 
интегрируемой функцией {. В противном случае обобщенная функ- 
ция называется сингулярной. 


Лемма 2. Функционал д, определенный формулой 


(5, фу = 4$(0), фЕР, (2) 
является сингулярной обобщенной функцией. 


Доказательство. Линейность и непрерывность функцио- 
нала (2) очевидна. Понажеы что он не может быть представлен в 
виде де (1). 


$ 
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Допустим, что существует локально интегрируемая функция } 
такая, что 


(6) = ] (ле) 4. 
В 


Вместо (т) подставим функцию ф(т; а), рассмотренную в преды- 
дущем пункте, Тогда 


а 


| Кааздда = | Кедетиа-вй ат < [1 (+) 4х в С, 
в а й 


при а -+ +0. С другой стороны, согласно формуле (2), 
| Надюбхоаь = 44о;а) =1, 
В 


Следовательно, наше допущение неверное. Лемма 2 доказана. 


Определение 3. Обобщенная функция, определяемая фор- 
мулой (2), называется д-функцией. 


Очевидно, если непрерывные функции } и д на ® равны, то 
соответствующие регулярные обобщенные функции тоже равны. 
Справедливо и обратное утверждение: если регулярные обобщен- 
ные функции, порожденные непрерывными функциями ] и д, рав- 
ны, то (т) = 9(т) УтЕВ. 

Действительно, если существует точка г0, в которой, например, 
(50) < 9(10), то, в силу непрерывности функций } и дв точке 
то, существует б > 0 такое, что 


Л(т) < 9(1) Уте (10 —д; то +0). 


Тогда если (5) = ф(т - 20;6), где ф(т;6) — функция ” шапочка”, 
рассмотренная в предыдущем пункте, то 


20+6 10+6 
(4) = ] Лаура - во;б) аз < ] (уф (Е— 20; 6) 4 = (9,4), 
то—6 то-—б 


и поэтому регулярные обобщенные функции, порождаемые функ- 
циями } и 9, являются разными. 

Аналогично доказывается, что если регулярные обобщенные 
функции, порожденные локально интегрируемыми функциями } 
и 9 равны, то /(т) = 9(5) в любой точке г Е В, где функции / и 
9 непрерывны. 

По аналогии с обычными функциями, обобщенную функцию }, 
которая действует на основные функции от переменной х, удобно 
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обозначать /(т). Например, д-функцию, определенную по фор- 
муле (2), обозначают д(5), а обобщенную функцию, которая ка- 
ждой функции ф(5) Е ДО ставит в соответствие ее значение в точке 
хо обозначают 6(5 — 50) и пишут 


(6(т — 20), (2) = $(20). (3) 


Функция 6(5 — 10) называется смещенной д-функцией. 

Обычно регулярную обобщенную функцию отождествляют с функ- 
цией, которая ее порождает. Например, говорят 06 обобщенных 
функциях /(т) = 2, /(2) = $5, /(т) = тт, /(2) = |1], 1(2) = 
= ЗП Т и т.д. В этом смысле множество обычных функций можно 
рассматривать как часть множества обобщенных функций. а 

Если функция /[ (т), г Е ВБ, локально интегрируема и г = ау-+6, 

а 7 0, то для любой фЕ ДО справедливо равенство 


[ лвучьуриуау = [ад (277) а 
В , В 





а 


т.е. 





(тез) = (лезь (2).  & 


а 


Для любой обобщенной функции /{(т) из О’ равенство (4) при- 
мем за определение функции / (ау + 6), где а 2 0. Согласно этому 
определению, 

(6(т — 20), Ф(52)) = (6(2), ф(т + 20)) = (10), 
что не противоречит определению (3). 

6.4. Умножение обобщенных фуннций. Для обобщенных функ- 
дий на О, кроме линейных операций, можно определить операцию 
умножения на бесконечно дифференцируемую функцию. Именно, 
для любой обобщенной функции {(т) и любой бесконечно диффе- 


ренцируемой функции ф(т}) произведение ф(х){ (5) определим как 
функционал на О, заданный равенством | 


(41, Ф) = (1,4Ф) ЧфЕФШ. (1) 


Очевидно, что так определенный функционал ф{ является ли- 
нейным и непрерывным на О. 


Пример 1. 
(1+5)6(2) = 6(т). (2) 
Действительно, для любой функции ре 0 
((1+ 2)6(2),$(2)) = (6(т), (1 + =)$(т)) = $(0) = (6(2), (2), 


что и доказывает равенство (2). 
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Аналогично, из определения (1) следует, что 
4(=)6(т) = +4(0)6(т) 


для любой бесконечно дифференцируемой на К функции (5). 
Возникает вопрос: нельзя ли определить умножение любых 
обобщенных функций? Оно должно быть ассоциативным, комму- 
тативным и совпадать с определенным выше умножением на бес- 
конечно дифференцируемую функцию. Известно, что такое умно- 
жение определить нельзя. Чтобы это показать, рассмотрим еще 


одну важную обобщенную функцию, обозначаемую Р- и называ- 
т 

емую конечной частью или главным значением интеграла от 
нкции —, 

фу 2 
Пример 2. Через Р- обозначим функционал, который на 

т : 
фе действует по формуле 


со 


(Р1ы)) = ЧС 


г. 

Этот функционал принимает конечное значение на любой ф Е Ш. 
Его линейность очевидна. Для доказательства его непрерывности заме- 
тим, что 


+ со 


] $(=) еси 


+55 
ат =- Ле + '(-х)) шт 4х, 
0 о 


и поэтому ь 
(2:9) =- ] ро 11 || 45. 


Пусть фк + фв р при К -+ со. Тогда, согласно определению схо- 
димости в О, существует отрезок [а;6] такой, что вне [а;6] функции 
к = ФЕ —ф равны нулю. Следовательно, 


ъ 
‚(Рь) = [ чище» 


| (>: +) 


при # > со. и в 





ь 
«зар (6) ве +0 
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Пример 3. 

= _ (3 
=Р. =1. . } 

Действительно, для любой функции рЕ О о 
1 1 а 

(21, (о) ® (2.25) - , | | 
со +09 м 
- р (ра) + (а) ат,= | фак = (9), 

о у -со } 
_ Что и доказывает равенство (3). ей 


Вернемся к вопросу об определении произведения обобщенных 
функций. Из равенств 


(=8())Р- 0. Р. =0 
52) (=) О 


1 
следует, что для функций т, 0(т} и В нельзя определить произ- 


ведение, обладающее свойствами ассоциативности и коммутатив+ 
ности. | д 


6.5. Носитель обобщенной функции. Для обобщенной функции 
нет смысла говорить о ее значении в точке. Однако довольно есте- 
ственными являются следующие определения. 


Определение 1. Обобщенные функции } и и 
равными на открытом множестве С С В, если о = (99) 
для любой функции ф Е О, носитель которой содержится в 


В этом случае пишут } = дна С. В частности, } = 0 на С, 
если (},ф) = 0 для любой функции ре р, зирф С 6. 

Очевидно, что д-функция равна нулю на любом открытом мно- 
жестве, не содержащем точку г = 0. 


Определение 2. Объединение всех открытых множеств, на 
которых обобщенная функция { равна нулю, называется нулевым 
множеством функции }, а его дополнение до В называется носи- 
телем функции } и обозначается зтр }. 


Нулевое множество любой обобщенной функции является от- 
крытым (в частности, оно может быть пустым), а носитель явля- 
ется замкнутым множеством. Например, нулевое множество д- 
функции — это объединение интервалов (—00;0) и (0; +0), а но- 
ситель д-функции состоит из одной точки х = 0. 

30 Зак. 193 
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Очевидно, что если регулярная обобщенная функция порожда- 
ется непрерывной на К функцией }, то ее носитель совпадает с 
носителем функции } 

Как и для обычных функций, обобщенная функция называ- 
ется финитной, если она имеет ограниченный носитель. Следо- 
вательно, д-функция является финитной. 


6.6. Пространство О’ обобщенных функций. В линейном про- 
странстве О’ обобщенных функций на Ш) введем так называемую 
поточечную сходимость. р 


Определение 1. Говорят, что последовательность обобщен- 
ных функций в, п Е №, сходится к обобщенной функции ], если 


“ша (фь,ф) = (1,Ф) УфЕБ. 


Последовательность обобщенных функций называется стодя- 
щейся, если существует обобщенная функция, к которой эта по- 
следовательность сходится. 


Введенная сходимость называется еще слабой стодимостью. 


Определение 2. Линейное пространство линейных непре- 
рывных функционалов на О, в котором введена слабая (поточеч- 
ная) сходимость, называется пространством, сопряженным к 
пространству О, и обозначается Г’. 

Пространство ' называют еще пространством НЕ 
функций. При этом если последовательность {и} сходится к ] 
в смысле определения 1, то говорят, что }» сходится к} в О’и 
пишут 

р +в О' при п--+ оо. 


Пример 1. Докажем, что последовательность функций 
0, еслих<0; 


< 


81 


Г.(т) ={ п, если 0 < 


(1) 


0, еслит>-, 


т 

1 
п 
в О’ сходится к д-функции. 


Каждая функция [„(т) является локально интегрируемой на В и на 
р по формуле 


- бы = ] (#1) ат, ФЕФ, 
В 
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порождает регулярную обобщенную функцию. Утверждение будет дока- 
зано, если мы покажем, что (}„,ф) - 4(0) при п -+ со для любой. 
функции фЕ Ш. А это следует из того, что 

1/в 1/в я 


(= | продав = ФО) + ||) - 0) аг, 
0 0 


где последнее слагаемое стремится к нулю при п -$ со, так как 
1/п ` 1/в 
1 
п [5 - 21а < паке | 242 = ушах +0 
о о ; ‚ . <ъ г 


° при п со. 
Таким образом, (1) > 0(т) в О’ при п - со. 


Пример 2. Заметим, что последовательность функций (1) являет 
ся простейшим примером так называемой д-образной последователь- 
ности. Напомним, что последовательность неотрицательных функций 
уп (2), Е В, называется б-образной, если 

ира & 


1. Г 4»(2) 4х =1 Уп; ат. 
/ 


ь 
2. шо [уда =1 У№>0. 
—в 


Докажем, что любая д-образная последовательность функций (т) 
в О’ при п - со сходится к д(5). 
Пусть (2) Е О. Нужно доказать, что 


(фе) = | фыееа)а +0) 

в 
при п -} со. Положим , 
М = пр |ф(2)|, М; = зар |ф'(=)|. 


Тогда . 


К) — #0) = ] фи (2) (2) — Ф(0)) 4=| < 
в . 


Е 95. 


-_№ » +оо 
<2м ] (а) & + ам. ) фи (=) 4 +2М ] (2) в 
—< —В в 
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для любого А > 0. Из свойств функций ф„(т) следует, что при п -$ со 
1-е и 3-е слагаемое стремятся к нулю, а 2-е — к 2М! 1. Поэтому 


. 1 


Е | | ф.(одбибо) — #0))а=| «м; 
в 


для любого В > 0, что и доказывает, что 
4»(2) —0д(т) в О’ при п - со. 


Пространство О’ обобщенных функций оказывается полным. Точ- 
нее, имеет место следующее утверждение. 


Теорема. Пусть последовательность обобщенных функций 
1, пЕ №, такова, что для каждой функции ф Е О числовал по- 
следовательность (]„,ф), пЕ №, сходится. Тогда функционал 
{, определяемый на О равенством 


(1,Ф) = № (7, Ф), 


является линейным и непрерывным на О, т.е. ЕП’. 

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в книге 
В.С. Владимирова «Обобщенные функции в математической фи- 
зике». 


Предельный переход в О’ можно использовать для построения. 
новых обобщенных функций. 


Пример 3. Рассмотрим последовательность функций 
1 

—, если |1| > -, 

(=) =? т 


1 
0, если |[5| < =. 


Каждая функция /»(т) порождает обобщенную функцию: 


1/п +9 
(= | зофдаг+ | тооаш = 
—со —1/п 
+05 з . 
Е. 
1/в . : 


где под интегралом стоит ограниченная функция. Следовательно, 


оо 
да лью = / Р-Р, урер. 
0 
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А так как 
со 


] (21), 


г 


то 
< [р1 


Таким образом, 


Ь(? + Рф в О' при п -+ оо. 


г 
Заметим, что {„(т) = прип - со для любого х 7 0. Поэтому 


иногда говорят, что последовательность функций и (т) в О’ сходится к. 


функции /[ (5) = ., и пишут 
Ре 
(2) + вр при п - со. 


1 1 
Обобщенную функцию РЕ тоже иногда обозначают просто е 


6.7. Дифференцирование обобщенных функций. Хорошо из- 
вестно, что если функция { определена и непрерывно дифферен- 
цируема на В, то 


(г = | Геоид» = = | пеедаь = (4) 
В ® ы 


для любой функции фЕ Ш. , 
Легко видеть, что для любой обобщенной функции } Е О’ функ- 
ционал {', определенный равенством 


(Л,Ф) =-({Ф') УфЕБ, (1. 
является линейным и непрерывным на О, т.е. формула (1) опре- 
деляет обобщенную функцию /'. 


Определение 1. Для любой обобщенной функции } обоб- 
щенная функция }', определенная равенством (1), называется про- 
изводной функции }. 

Производная ]’ называется производной первого порядка. Про- 


изводная п-го порядка {(”) определяется равенством: 


(1), ф) = (-1)"(1,6®)), фЕФШ. 
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Таким образом, обобщенные функции имеют производные лю- 
бого порядка. 

Справедливы следующие свойства операции дифференцирова- 
ния обобщенных функций. 


1. Операция дифференцирования линейна, т.е. для любых 
обобщенных функций { и д и любых чисел а и В 


(«+ 89} =аГ+В9'. (2) 
Действительно, для любой функции рЕ О 
((аР + 89)',ф) = —(@/ + В9,$') = 
= —а(В,ф') — В(9,ф') = а(Г',Ф) + В(9',ф) = (а + В9', $), 
что и доказывает равенство (2). 


2. Операция дифференцирования является непрерывным опе- 
ратором, т.е. если }, $ {в О’, тои }, + [в О" при Ё - оо. 
Действительно, для любой функции ф Е О 


(кф) =. —(Л,ф') > -(, ф') я (Г, ф) 

при К -$ со, что и доказывает наше утверждение. 
3. Если ЕП’, афЕ С°, то , : 
(ФЛ = УУ+Ул. _ (3) 
Действительно, для любой функции фе О 
((ФГ)',Ф) = —(ф/, ф') = —(Х, фф’) = 
— —(Л, (9 -4'Ф) = —(У, (фф)')-+(1, 4'Ф) а ; 
= (7,4) + (ЧФ) = ФР+УЛо), 


что и доказывает равенство (3). 

Рассмотрим несколько примеров на дифференцирование обоб- 
щенных функций. 

Пример 1. Найдем производную функции Хевисайда 


0, еслит<0, 
9(х) = 
1, еслиз>0. 
Согласно определению производной, >. 
а (9',ф) =-(0,4'), фЕШ. 
А так вак функция 6(т) локально интегрируема, то 
оо 
(у) = [да = 20. 
о 
Следовательно, (6', р) = (0), и поэтому 


9'() = 6(2). 
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Пример 2. Найдем производную функции {(т) = 26(т). 
Дифференцируя { как произведение, находим: 0х 


(20(т)) = 0(5) + 20’ (5). } 


А так как 9'(т) = 6(т) и т6(т) = 0, то . ай Г 
(29(2)) = 92). $ 
Пример 3. 26'(2) = —6(т). в й 


Действительно, . 
т6'(х) + 6(т) = (16(т))' = 0, 
так как т6(т) = 0. 


Пример 4. Функция у = 6(т)е-^? удовлетворяет уравнению у’ + 
+ Лу=6(1). 
Действительно, 


у’ =е-^=6(2) — №0(т)е-^ = 6(т) - Лу. 


$7. Преобразование Фурье обобщенных функций 


7.1. Проетранетво $ основных функций и пространство 5’ обоб- 
щенных функций. Линейное пространство 5 было введено в гл. 15 
в п. 4.6. Напомним, что элементами этого пространства являются 
бесконечно дифференцируемые на В комплекснозначные функции, 
каждая из которых удовлетворяет условию: как она сама, так и ее 
производные любого порядка при х -+ с0 стремятся к нулю бы- 
стрее любой степени 1/т. Такие функции называются быстро 
убывающими. 

Очевидно, любая бесконечно дифференцируемая финитная 
функция является элементом пространства 5, т.е. О С 5. Од 
нако 5 = О. Например, функция ф(5) = ехр(-2?) принадлежит 
5, но не принадлежит О. нео 

Введем в 5 понятие сходимости. 

Определение 1. Последовательность функций ф(т) Е 5 на- 
зывается сходящейся в 5 к функции ф(т) Е 5, если для любых 


целых неотрицательных Ки т выполняется условие: 3 


Ша зир |=” (ф® (2) — $®(2))| = 0, р 
п>о>о ЕВ 


т.е. для любых К ит ато (2) при п - со сходится к 2"'ф(®) (5) 
равномерно по х на ®. 

Последовательность функций из 5 называется сходящейся в 5, 
если она в 5 сходится к некоторой функции из 5. 
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Очевидно, если последовательность функций ф,(т) Е Овр 
сходится к функции ф(т), то ф„(т) > ф(т) ив 5. 


Определение 2. Линейное пространство 5 с введенной схо- 
димостью называется пространством 5 основных функций. 


Легко видеть, что множество 5” всех линейных непрерывных 
функционалов на 5 является линейным пространством относи- 
тельно естественных операций сложения двух функционалов и ум- 
ножения функционала на число. Как обычно, в. 5” вводится лото- 
чечная (или слабая) стодимость. Именно, говорят, что [1 -# / в 
5' при п -$ со, если 


„ша (м, ф) = (РФ) УфЕ5. 


Определение 3. Линейное пространство 5’ линейных не- 


прерывных функционалов на 5 называется пространством 5' 


обобщенных функций. 


В 5' аналогом регулярных обобщенных функций являются функ- 


ции, которые задаются формулами вида 


(= ] Дает), фе — (1) 
] | 


где /(т) — локально интегрируемая функция, удовлегворяющая 
условию: 


ЗЕ: (т) = О(2^) при 5 — оо. (2) 


Любая такая функция называется функцией медленного роста, 
поэтому обобщенные функции из 5’ тоже называют обобщенными 
функциями медленного роста. 


Лемма. Любая функция [(т), тЕ В, медленного роста по 
формуле (1) порождает обобщенную функцию из 5'. 


Доказательство. Для любой функции ф Е 5 интеграл (1) 
сходится, так как при х -» 00 функция [(т) может возрастать 
лишь как некоторая степень х, а любая функция ф Е 5 убывает 
быстрее любой степени 1/7. Линейность функционала (1) оче- 
видна, докажем его непрерывность. Для этого достаточно пока- 
зать, что он непрерывен в нуле. 

Пусть функция }(5) удовлетворяет условию (2), и пусть 
фп(т) > 0 в 5 при п -> со. Положим 


[ея[а+2 = зир(1 + 2) ри (|. 


т 
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Тогда || ||к-+2 —? 0 при п - со, и 


Иа [ее 


+ [212 
в 


я 
ах < +{с°. 


А так как 
(У, ф®)| < [Фи к+2Лк+2 (У), 


то (}, п) —> 0 при п -$ со. Лемма доказана. 

В 5', кроме функционалов, порождаемых функциями медлен- 
ного роста, есть и другие линейные непрерывные функционалы. 
Например, легко видеть, что любая абсолютно интегрируемая на 
Е функция ](т7) по формуле порождает обобщенную функцию из 
5’. Функцией из 5’ будет и д-функция: 


(5, ф) = (0), фЕ$5. 


Для обобщенных функций медленного роста можно определить 
операцию умножения на многочлен. 

Для любой функции / Е 5' и любого многочлена р(т) произве- 
дение р} определим как функционал, заданный равенством 


(рф) = (рф) УфЕЗ. 


Очевидно, что так определенный функционал р} является ли- 
нейным и непрерывным на 5. 

Для обобщенных функций из 5’ производная определяется так 
же, как и для функций из О’. Именно, производная /' функции ] 
определяется по формуле 


(1',Ф) > —(/, ф'), ф_Е 5. 


Легко доказывается, что 


1. производная любой обобщенной функции из 5’ является обоб- 
щенной функцией из 5’, и, следовательно, любая функция ГЕ 5' 
имеет производные любого порядка; 


2. операция дифференцирования линейна, т.е. для любых 0боб- 
щенных функций } иди любых чисел а и В 


(«1 + В9)' =а]' + В9'; 


3. операция дифференцирования непрерывна, т.е. если м > } 
в 5’, тои [/ + в5’ при п -+ 00; 


4. для любой функции } Е 5' и любого многочлена р(т) 


ды (ру =РУ+РГ. 
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7.2. Преобразование Фурье в пространстве 5 быстро убываю- 
щих функций. Для любой функции ф Е 5 определены прямое и 
обратное преобразования Фурье: 


1 
2 = = / С 


#0 = = / (ве а. 


В главе 15 (см. п. 4.6) было доказано, что если рЕ 5, тотфЕби 
фЕ 5, причем справедливы формулы обращения 


-ЦЕФ] = РЕФ] =ф УфЕб5. 

Из них сразу следует, что преобразования Фурье взаимно одно- 
значно отображают 5 на 5 

Докажем, что преобразования Фурье являются линейными 
непрерывными отображениями 5 на 5. 

Линейность очевидна. А для доказательства непрерывности на 
5 достаточно показать, что они непрерывны в нуле. 

Пусть ф»(т) > О в 5 при п -+ со. Тогда 


ФО (Е = ЕЕ (2) = = |Р((2'‘»(=))®)]| < 


< = ] ен (2)) 9 42 < 


де“ ах,. 





1 
< рев +=) аа) ме ря 7 


т 
: = вор (+ (ее (2)) | +0 
при п -> со, и поэтому 
ор = 


для любых целых ие Ки 1. Следовательно, фл - 0 
в 9 при п -} со. 

Аналогично доказывается, что фи, О в 5 при п -$ сю. 

7.3. Преобразование Фурье обобщенных фуниций медленного 
роста. Можно показать, что если функция } непрерывна и абсо- 
лютно интегрируема на К, то для любой функции рЕ 


Диаса | обеда = [ле [| обета ] аз, 


в К В | 


— 
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и, следовательно, си 


Глоб = | паев 
В К 


Е} 
, 


Это равенство делает естественным следующее определение. 
Определение 1. Для любой обобщенной функции } © 5' 
функционал } такой, что 
(1,ф) = (1,2) УфЕЗ, 


называется преобразованием Фурье или образом Фурье функции 
{, а оператор Е|[/] = ] — преобразованием Фурье. 


2. 
Таким образом, по определению, 


(ЕЛ, Ф) = (,Е®]) УЕ 54а) 
Аналогично, функционал 7 такой, что 
(Г.Ф) = ([,8) УфЕб, 


называется обратным преобразованием Фурье или прообразом 


Фурье функции }, а оператор Е—\[{] = { — обратным преобра- | 
зованием Фурье. 


Пример 1. Найдем образ и прообраз Фурье д-функции. 
По определению, 

(6,6) = (6$) =#0), ‚ 

(6,4) = (6,$) =$(0). ^ 


А`так как й ] : 
6) = уз | чб = уд, 
и = = (1,9), | 


ЕВ] = Е-Ц = =. 


Пример 2. Найдем преобразование Фурье функции 6(5). 
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По определению, 


+09 
(Е.Ф) = в, Е) = = [а Г о(бе- =. 
0 В 


Следовательно, 


(ЕН, ) = = ба ./ 4 | ое 246. 
=. й 
В последнем интеграле переставим порядок интегрирования и проинте- 
грируем по х. Тогда 


= т 


(РВ) = = Бо [ое че 


2л В 


Очевидно, последний интеграл по В равен сумме 





+00 _ _ 
о — ча | -9-—% а 
0 Е 
поэтому 
Ре, - 
__ + +0 -+С9 | 
(Р[6],Ф) = Ут ] ё аё+ 


40 
деть Шиа (229 ей? — О) ЧЕ. 


\2л п +0 $ 
о 


Из теоремы Римана 0б осцилляции следует, что 


+5 
$(+8) чиетае 
„вв. / 1 о В 
1 
1 
о 
0 
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Следовательно, 


(РВ) = = =] ОС . 
1 

1 . 2;т 7& м 

и ен .. 


Г=®- ы 


Таким образом, 


Е] = ЕР + 58(). ° 
Аналогично ‚доказывается, что 
= Р-Ц = ВЕР =+ 16(@). 


Теорема 1. Для любой обобщенной функции } Е 5' функ- 
ционалы [ и т являются линейными и непрерывными на 5, т.е. 
ТЕ б' и 1 Е 5'. Кроме того, справедливы = обращения: 

ЕАЦЕЛ] = РЕ-ЧЛ] = /. 0 


Доказательство. Для любых функций фи фр из 9 и любых 
чисел с и В имеем: 


(Раф+ В) = (Ла = с 
| | =а(/$) +8(1,$) = а(Т,ф) + В({,ч). 
Линейность функционала } доказана. Докажем непрерывность. 


Пусть фь + фв 5 при п -+ со. Тогда, как доказано в преды- 
дущем пункте, и ф, + фв 5 при п - со. Следовательно, 


(1, п) — (1,$) при п -$ оо, 
и поэтому — о й 
и „Иша (Тьф») = (РФ). 


Таким образом, } Е 5'. Аналогично доказывается, что } Е 5'. 
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Формулы обращения для функции } Е 5’ следуют из формул 
обращения для функций из 5. Действительно, 


(Е]ЦЕУ], 9) — (ЕЛ, РФ] == (1,Ф) 


для любой функции фЕ 5. Следовательно, 


РЕ] =. = 
Аналогично доказывается, что к К 
ВЕ-ЧЛ] = /. 


Теорема 1 доказана. 


Пример 3. Найдем преобразования Фурье функции /(2) = 1. 
В примере 1 было получено, что 


1= У2*Е [6], 1=У2тЕР-Цб]. — 


Отсюда по формулам обращения получаем: 


Е-Ц = У2лб, Е = У2тб. 


г 


Теорема 2. Преобразования Фурье являются линейными не- 
прерывными операторами, отображающими 5' на 5'. 
Доказательство. Для любых функций ] ид из 5' и любых 
чисел хи В 
(Р[о/ + 99], 4) = (а/ + 69, Е[4]) = | 
= а( 1, Еф) + В(9, Е[Ф]) = а(ЕР],ф) + В(Е|9],Ф) = 
| | = («ЕЛ + ВЕ], ф), фЕЗ. 
Следовательно, 28 % 
О | 
Линейность оператора Р на 5" доказана. Докажем его непре- 


рывность. 
Пусть м + в 5’. Тогда 


(Е, ф) = (3, Е) — (КЕФ)) = (ЕЛ, ф) 


при п -+ со для любой функции фЕ 5. Следовательно, 
Ен]  Е[Л] в 5' при п - со. 


Аналогично доказывается, что обратное преобразование Фурье 
тоже нвляется линейным непрерывным оператором из 5' в 57'. 

Из формул обращения следует, что операторы Ри Р-! отобра- 
жают 5’ на 5". Действительно, любой элемент { Е 5’ является 


образом элемента 1 Е 5' при отображении РЁ и образом элемента 
ТЕ 5' при отображении Е-'. Теорема 2 доказана. абы 
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Получим формулы для преобразования Фурье от производной. 
Для любой функции ф(ё) Е 5 имеем: 


(РИ) = (Е) = (1 (1 ЕР) = 
эк = (1,2) * (Е) = (ЕЛ, (48) (8)). 
Е] = (АЕ). Зое о м 


Аналогично доказывается р о 
РИ] = ("О 
В заключение получим формулы для производной от преобра- 


зования Фурье. 
Для любой функции ‹р(ё) Е 5 имеем: 


(Локо) - (0Ао, «= 


= (-1)* (7), РУ (0 = (1), (=) Е) = 
_ = (Р(-#)" (2) $). 


Таким образом, 


Следовательно, 


& , 
ЧЕЕ (6) = Е(-#)* 1 (=). 
„  знизой 
Аналогично И что ви и 


Ло - ЕЦ (т)" (=). 


Полученные формулы записывают еще и так: 
О 
Ех {(т)] = зе (т), 
ВАЛ) = (9) 


Пример 4. Найдем преобразования Фурье от функции ] (1) = х\, 
где КЕ М. 


Ре] = РЫ*. {= ‘аут =. 21* 6) (6); 
РЦ = тс. 


